Теория игр
Читает: Соловьев Федор
Цель курса: дать представление об основных понятиях теории игр, рассмотреть базовые типы задач и вариантов их решений.
О курсе: Теория игр — это раздел прикладной математики, изучающий оптимальные стратегии в играх. Чаще всего методы теории игр находят применение в экономике, чуть реже в других общественных науках — социологии, политологии, психологии, этике и других. В курсе будет рассказано о наиболее базовых, простых задачах решаемых с помощью теории игр. Однако, и эти задачи будут достаточно непросты и интересны для слушателя, только начинающего свое знакомство с этим разделом математики.
Требования к слушателям: продвинутые 9-классники, или 10-классники
Форма зачета: решение задач по курсу
Краткий конспект курса по дням
1. Предмет теории игр. Основные понятия: игрок, стратегия, платеж. Антагонистические игры. Осторожные стратегии.

Задачи:

1.1 Два игрока играют в честную игру до шести побед. Игрок первым выигравший шесть партий (не обязательно подряд) получает 800 рублей. К текущему моменту первый игрок выиграл 5 партий, а второй – 3 партии. Они вынуждены прервать игру в данной ситуации. Как им поделить приз по справедливости?
1.2 В кучке лежит 45 камней. Вася и Петя забирают камни из кучки по очереди. За один ход можно взять два, три или четыре камня. Вася ходит первым. Победитель тот, кто взял последний камень. Если в кучке остался один камень (ход по правилам сделать невозможно), то игра оканчивается ничьей.

1.3 В первой кучке � 6 камней, во второй � 7 камней. За один ход можно взять два камня или пять камней из любой кучки.  
а) Какой игрок выигрывает, первый или второй, если цель игры – сделать ход последним?  
б) Какой игрок выигрывает, если цель игры – не сделать ход последним?

1.4 Муж и жена хотят хорошо провести вечер. Муж хочет пойти на бокс, а жена в театр. Если муж идет на бокс, а жена идет в театр, то каждый из них получает по одному удовольствию. Если наоборот, муж идет в театр, а жена на бокс – никто из них не получает удовольствия. Если же они идут вместе в театр, то муж получает четыре удовольствия, а жена – пять. В случае, когда оба супруга идут на бокс, то муж получает пять удовольствий, а жена четыре. Какой выбор будет оптимальным для обоих? Почему? 
1.5 Два игрока играют в «камень-ножницы-бумага». У кого из игроков в этой игре есть выигрышная стратегия? Почему?
2. Игра «Ним». Функция Шпрага-Гранди.

Задачи:
2.1 Игра «Ним». Есть несколько кучек камней. За ход разрешается: либо взять любое положительное количество камней произвольной кучки. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто из игроков имеет оптимальную стратегию?

2.2 Игра «Ним» Ласкера. Есть несколько кучек камней. За ход разрешается: либо взять любое положительное количество камней из одной кучки, либо поделить любую кучку на две новые непустые кучки. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто из игроков имеет оптимальную стратегию?
2.3 Есть полоска из n клеток. Двое игроков по очереди вычеркивают по одной произвольной клетке. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Какова оптимальная стратегия?

2.4 Аналогичная задача, но игровое поле – не полоска, а прямоугольник n*m. И выбором клетки игрок вычеркивает также соответствующую клетке горизонталь и вертикаль. 

2.5 На плоскости нарисованы точки. За один ход разрешается провести замкнутую кривую проходящую через одну или две из отмеченных точек, но не пересекающую и не касающуюся уже проведенных кривых. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
3. Нормальная форма игры. Равновесие по Нэшу. Матричные игры. Доминируемые стратегии. Седловые точки.

Задачи:

3.1 «Камень-ножницы-бумага».
3.2 Двое подозреваемых сидят в разных камерах. Каждый из них знает, что обоих должны допросить. На допросе каждый может либо сдать товарища, либо промолчать. В случае если один заключенный раскололся, а второй нет, первый получает -5 очков и отправляется в тюрьму, а второй – 1 очко и выходит на свободу. Если оба заключенных раскололись, то оба получают по -1 очку и получают срок. Если оба не раскололись – оба получают по 5 очков и выходят на свободу. Найти равновесие по Нэшу в этой игре.
3.3 «Орлянка». Играют два игрока. Первый подбрасывает монету, второй – загадывает сторону монеты. Если последний угадывает – выигрывает он, иначе – подбрасывающий.
3.4 «Оборона города». Полковник обороняет город, на который нападает генерал. У полковника 3 полка, у генерала – 4. Есть две позиции, которые необходимо защищать. Генерал и полковник могут отправить на каждую из позиций любое целое количество полков. Полковник может защитить позицию, если на позиции у него численное преимущество. В этом случае полковник получает очко за удержание позиции, а также по очку – за каждый из присланых генералом полков. Генерал получает -1 очко за поражение, и еще по -1 очку за каждый присланный полк. Если генерал занимает позицию, то очки распределяются по аналогичному принципу, но наоборот, т.е. генерал получает очки, а полковник – теряет. Если на позиции оказалось равное количество полков, то и генерал и полковник получают по 0 очков. Найти в этой игре равновесие по Нэшу, если таковое имеется.

3.5 Игроки записывают на бумажках по одному числу от 0 до 100. Выигрывает тот игрок, который напишет наименьшее число, не написанное никаким другим игроком. Найти в этой игре все возможные равновесия по Нэшу.
3.6 Два игрока одновременно называют по одному числу от 1 до 10. Выигрыш каждого из игроков равен разности его числа и числа соперника. Найти в этой игре все равновесия Нэша.

4. Основные сведения о вероятностях и понятии математического ожидания. Смешанные стратегии. Смешанное равновесие Нэша. Существование смешанного равновесия Нэша.

Задачи:
4.1 «Орлянка» и «Камень-ножницы-бумага» в смешанных стратегиях.
4.2 Игра «Пальцы». Двое игроков одновременно показывают один или два пальца. Затем игроки считают количество показанных пальцев. Если это число четно – первый игрок выигрывает соответствующее числу количество очков, а второй проигрывает. В случае, если число нечетно – то второй игрок получает число очков, равное количеству показанных пальцев. Исследовать эту игру на наличие смешанных и чистых равновесий Нэша.
4.3 Мама решила научить двух своих сыновей договариваться. Она сказала им, что шоколадка не достанется никому из них, пока они не договорятся – кому из них достанется шоколадка. Найдите решение игры в смешанных стратегиях.
4.4 Преподаватель и школьник должны встретиться на пересдаче коллоквиума. С утра преподаватель решает – быть снисходительным, или же требовательным. Школьник к коллоквиуму не готов, но и плохую оценку получать не хочет, так что он думает – попросить четверку или же пятерку. Если школьник попросит пятерку, а преподаватель окажется снисходительным, то школьник получит 5 очков, а преподаватель потом будет мучиться от угрызений совести и получит от нее 2 очка. Если же преподаватель будет требователен, то ученик получит  2 очка вместо 5, а преподаватель будет чувствовать, что поступил верно и получит от своей совести 5 очков. Если школьник попросит четверку у преподавателя, находящегося в снисходительном настроении, то тот поставит ему 4 очка, а сам получит от совести тоже 4 очка. Если же преподаватель окажется требователен, то вместо 4 очков поставит 3, а совесть ему тоже даст 3 очка за этот поступок. Найти смешанное равновесие Нэша.
4.5 Исследовать произвольную двумерную матричную игру с нулевой суммой для случая матрицы размера 2*2 на наличие чистых и смешанных равновесий Нэша.
5. Игра в развернутой форме. Алгоритм  Цермело-Куна. Игрок Природа. Информационное множество. Веры. Поведенческие стратегии. Равновесие, совершенное на подыграх. Секвенциальное равновесие.

Задачи:
5.1 «Орлянка» в развернутой форме.
5.2 Поочередный выбор одного или двух камней из кучки в n камней.

5.3 Простой покер. Алиса получает красную или черную карту. Боб не знает какая карта у Алисы. Алиса может либо сделать ставку в 1 рубль, либо спасовать. Если Алиса пасует, то она отдает Бобу один рубль. Если Алиса делает ставку, то Боб может либо проверить карту, либо спасовать. В случае, если Боб пасует – он отдает Алисе 1 рубль. Если Боб решает проверить карту, то он получает 1 рубль от Алисы, если карта оказывается черной и отдает 1 рубль Алисе, если карта оказывается красной. Найти все секвенциальные равновесия.
5.4 Русская рулетка для двух игроков и шестизарядного пистолета. Найти все секвенциальные равновесия.
5.5 Шериф решил отпраздновать день рождения в салуне, оставив жену дома. Жена обещает шерифу скандал, если он напьется. В салуне шериф может с вероятностью p влюбиться в местную девушку. После этого он должен решить, напиваться ему или нет. Если он не напьется, то его выигрыш равен нулю;  выигрыш жены в этом случае тоже равен нулю. Если шериф напьется, жена должна решить, сидеть тихо или же устроить скандал. Если учинить скандал влюбленному шерифу, то он уйдет к девушке. Тогда выигрыши шерифа и жены равны (−1,−3); учинив скандал просто пьяному шерифу, жена и шериф получают по −1. Если сидеть тихо, то выигрыш жены равен −2; выигрыш влюбившегося шерифа при этом равен −3 (ему стыдно), а просто пьяного шерифа равен 5. Найти все секвенциальные равновесия.
