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1 Ïðåäèñëîâèå

Ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî âîçíèêëà êàê àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ, îñíîâûâàþùàÿñÿ íà àê-
ñèîìàõ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, ãäå âìåñòî ïÿòîãî ïîñòóëàòà (÷åðåç òî÷êó âíå ïðÿìîé
ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ äàííîé) áðàëîñü åãî îòðèöàíèå. Äîëãîå
âðåìÿ îñòàâàëîñü íåÿñíûì, ìîæíî ëè òàêèì îáðàçîì îáðàùàòüñÿ ñ àêñèîìàìè, ïðåä-
ïðèíèìàëèñü ìíîãî÷èñëåííûå ïîïûòêè äîêàçàòü ïðîòèâîðå÷èâîñòü èçìåíåííîé ñè-
ñòåìû àêñèîì. Ñ ïîÿâëåíèåì ýëåìåíòàðíûõ ìîäåëåé ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ñòàëî
ïîíÿòíî, ÷òî îíà íå áîëåå ïðîòèâîðå÷èâà, ÷åì Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ, è ÷òî ïîñëåäíÿÿ
íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíîé. Â êóðñå áóäåò ðàññêàçàíî îá èñòîðèè ïîïûòîê
äîêàçàòåëüñòâà ïÿòîãî ïîñòóëàòà, íî ñàìà ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî áóäåò èçëàãàòüñÿ
íå àêñèîìàòè÷åñêè, à ÷åðåç ìîäåëè, â äóõå Ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììû Êëåéíà.

2 Íåìíîãî èñòîðèè

2.1 Èñòîðèÿ îòêðûòèÿ íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïåðâóþ óäîâëåòâîðèòåëüíóþ ñèñòåìó àêñèîì ãåîìåòðèè ñîçäàë Åâ-
êëèä. Ñîâðåìåííîìó ÷åëîâåêó ÿçûê Åâêëèäà, æèâøåìó â òðåòüåì âåêå äî íàøåé ýðû,
ïîêàçàëñÿ áû äîâîëüíî ñòðàííûì, à ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàí-
íûå íà íåì � íåñòðîãèìè. Íàïðèìåð, îäíà èç àêñèîì ãëàñèëà, ÷òî ïðÿìàÿ � ýòî
äëèíà áåç øèðèíû. Â öåëîì ñèñòåìà àêñèîì Åâêëèäà áûëà äàëåêî íå ñîâåðøåííîé è
ñèëüíî îòëè÷àëàñü îò òîãî, ÷òî ìîæíî óâèäåòü â ñîâðåìåííîì ëèòåðàòóðå, íàïðèìåð â
øêîëüíîì ó÷åáíèêå Ïîãîðåëîâà èëè êíèãå Ãèëüáåðòà ïî îñíîâàíèÿì ãåîìåòðèè. Ñðåäè
âñåõ àêñèîì ïÿòûé ïîñòóëàò (â ¾Íà÷àëàõ¿ Åâêëèä ðàçëè÷àåò ïîñòóëàòû è àêñèîìû)
âûäåëÿëñÿ ñâîåé äëèíîé:

È åñëè ïðÿìàÿ, ïàäàþùàÿ íà äâå ïðÿìûå, îáðàçóåò âíóòðåííèå è ïî îäíó
ñòîðîíó óãëû, ìåíüøèå äâóõ ïðÿìûõ, òî ïðîäîëæåííûå íåîãðàíè÷åííî ýòè
ïðÿìûå âñòðåòÿòñÿ ñ òîé ñòîðîíû, ãäå óãëû ìåíüøå äâóõ ïðÿìûõ.

Îí áîëüøå ïîõîæ íà ñëîæíóþ, íåî÷åâèäíóþ òåîðåìó. Åâêëèä, âåðîÿòíî, ñîçíàâàë
ýòî, è ïîýòîìó ïåðâûå 28 ïðåäëîæåíèé â ¾Íà÷àëàõ¿ äîêàçûâàþòñÿ áåç åãî ïîìîùè.
Êðîìå òîãî, åãî òðóäíî ïðîâåðèòü íà ïðàêòèêå. Íèêòî íå ñìîæåò ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî
äâå ðåàëüíûå ïðÿìûå ïåðåñåêóòñÿ, åñëè èõ ïðîäîëæèòü î÷åíü äàëåêî. Â XIX âåêå äëÿ
åãî ïðîâåðêè äàæå ñòàâèëèñü ýêñïåðèìåíòû. Íà ñîâðåìåííûé ÿçûê ïÿòûé ïîñòóëàò
ìîæíî ïåðåâåñòè òàê:

Åñëè ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ ñ îáùåé ñòîðîíîé, îáðàçîâàííûõ äâóìÿ ïðÿ-
ìûìè ïðè ïåðåñå÷åíèè èõ òðåòüåé, ñ îäíîé èç ñòîðîí îò ñåêóùåé ìåíüøå
180◦, òî ýòè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ, è ïðèòîì ïî òó æå ñòîðîíó îò ñåêóùåé.
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Ñèñòåìó àêñèîì, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç åâêëèäîâîé âûêèäûâàíèåì ïÿòîãî ïîñòó-
ëàòà íàçûâàþò ñèñòåìîé àêñèîì àáñîëþòíîé ãåîìåòðèè. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî â àá-
ñîëþòíîé ãåîìåòðèè ïÿòûé ïîñòóëàò ýêâèâàëåíòåí ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ: ÷åðåç
òî÷êó âíå ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè ðîâíî îäíó ïðÿìóþ, íå ïåðåñåêàþùóþ äàííóþ.
Âîîáùå, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ìíîæåñòâî ýêâèâàëåíòíûõ åìó óòâåðæäåíèé:

• Ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíèê (õîòÿ áû îäèí), òî åñòü ÷åòûð¼õóãîëüíèê, ó êîòîðîãî
âñå óãëû ïðÿìûå.

• Ñóùåñòâóþò ïîäîáíûå, íî íå ðàâíûå òðåóãîëüíèêè.

• Ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïëîùàäè.

• Ñóììà óãëîâ îäèíàêîâà ó âñåõ òðåóãîëüíèêîâ.

• Äëÿ âñÿêîãî òðåóãîëüíèêà ñóùåñòâóåò îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü.

• Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ïèôàãîðà.

Íà ïðîòÿæåíèè äâóõ òûñÿ÷ ëåò ìíîãèå ìàòåìàòèêè ïûòàëèñü âûâåñòè ïÿòûé ïî-
ñòóëàò èç îñòàëüíûõ àêñèîì. Â 1733 ãîäó èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê Ñàêêåðè ïóáëèêóåò
òàêóþ ðàáîòó. Â íåé îí ðàññóæäàåò îò ïðîòèâíîãî: ïðèíèìàåò çà èñòèíó îòðèöàíèå
ïÿòîãî ïîñòóëàòà è ïûòàåòñÿ ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå. Îäíàêî ïðîòèâîðå÷èÿ íå ïîëó-
÷àåòñÿ. Âìåñòî ýòîãî ó íåãî ïîëó÷àåòñÿ ìíîæåñòâî àáñóðäíûõ òåîðåì (íàïðèìåð, ÷òî
ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå, íå èìåþùèå îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà), êîòî-
ðûå íå ñîãëàñóþòñÿ ñ íàøèì ïðèâû÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì î ïðîñòðàíñòâå, íî ëîãè-
÷åñêè âïîëíå íåïðîòèâîðå÷èâû. Âïîñëåäñòâèè Ñàêêåðè íåîäíîêðàòíî âîçâðàùàëñÿ ê
ïÿòîìó ïîñòóëàòó è â êîíöå êîíöîâ âûâåë åãî èç îñòàëüíûõ àêñèîì, ñäåëàâ, ïðàâäà,
íåáîëüøóþ îøèáêó â âû÷èñëåíèÿõ. Ñî÷èíåíèå Ñàêêåðè áûëî îöåíåíî òîëüêî ïîñëå
ñîçäàíèÿ íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Â 1766 íåìåöêèé ìàòåìàòèê Ëàìáåðò ïóáëèêóåò ïîõîæóþ ðàáîòó, â êîòîðîé îí
ðàçâèâàåò ñèñòåìó àáñóðäíûõ ñëåäñòâèé èç îòðèöàíèÿ ïÿòîãî ïîñòóëàòà. Îäíàêî, â
îòëè÷èå îò Ñàêêåðè, îí íå äåëàåò âûâîäà î ïðîòèâîðå÷èâîñòè ýòîé ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâà åâêëèäîâà ïîñòóëàòà � ïèøåò Ëàìáåðò � ìîãóò áûòü äî-
âåäåíû ñòîëü äàëåêî, ÷òî îñòàåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, íè÷òîæíàÿ ìåëî÷ü. Íî
ïðè òùàòåëüíîì àíàëèçå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîé êàæóùåéñÿ ìåëî÷è è çà-
êëþ÷àåòñÿ âñÿ ñóòü âîïðîñà; îáûêíîâåííî îíà ñîäåðæèò ëèáî äîêàçûâàåìîå
ïðåäëîæåíèå, ëèáî ðàâíîñèëüíûé åìó ïîñòóëàò.

Áîëåå òîãî, Ëàìáåðò äàæå óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ãåîìåò-
ðèè, êîòîðàÿ îñíîâûâàåòñÿ íà îòðèöàíèè ïÿòîãî ïîñòóëàòà, ïðèìå÷àÿ àíàëîãèþ ñî
ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèåé:
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ß ñêëîíåí äàæå äóìàòü, ÷òî òðåòüÿ ãèïîòåçà ñïðàâåäëèâà íà êàêîé-íèáóäü
ìíèìîé ñôåðå. Äîëæíà æå áûòü ïðè÷èíà, âñëåäñòâèå êîòîðîé îíà íà ïëîñ-
êîñòè äàëåêî íå ïîääàåòñÿ îïðîâåðæåíèþ, êàê ýòî ëåãêî ìîæåò áûòü ñäå-
ëàíî ñî âòîðîé ãèïîòåçîé.

Áåñïëîäíûå ïîïûòêè äîêàçàòåëüñòâà ïîáóäèëè íåêîòîðûõ ìàòåìàòèêîâ âûñêàçàòü
ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïÿòûé ïîñòóëàò âîîáùå íèêîãäà íå áóäåò äîêàçàí. Âîò, ÷òî
âåíãåðñêèé ãåîìåòð Âîëüôãàíã Áîëüÿé ïèñàë ñâîåìó ñûíó Èîãàííó:

Ìîëþ òåáÿ, íå äåëàé òîëüêî è òû ïîïûòîê îäîëåòü òåîðèþ ïàðàëëåëüíûõ
ëèíèé; òû çàòðàòèøü íà íåå âñå ñâîå âðåìÿ, à ïðåäëîæåíèÿ ýòîãî âû íå
äîêàæåòå âñå âìåñòå. . . Ýòîò áåñïðîñâåòíûé ìðàê ìîæåò ïîòîïèòü òûñÿ-
÷è íüþòîíîâñêèõ áàøåí. Îí íèêîãäà íå ïðîÿñíèòñÿ íà çåìëå, è íèêîãäà
íåñ÷àñòíûé ðîä ÷åëîâå÷åñêèé íå áóäåò âëàäåòü íà çåìëå ÷åì-ëèáî ñîâåð-
øåííûì äàæå â ãåîìåòðèè. Ýòî áîëüøàÿ è âå÷íàÿ ðàíà â ìîåé äóøå.

Â ïåðâîé ïîëîâèíå XIX âåêà ïî ïóòè, ïðîëîæåííîìó Ñàêêåðè, ïîøëè ñðàçó òðè
ìàòåìàòèêà: Ãàóññ, Ëîáà÷åâñêèé è Áîéÿè. Íî öåëü ó íèõ áûëà óæå èíàÿ � íå ðàçîá-
ëà÷èòü íååâêëèäîâó ãåîìåòðèþ êàê íåâîçìîæíóþ, à, íàîáîðîò, ïîñòðîèòü àëüòåðíà-
òèâíóþ ãåîìåòðèþ è âûÿñíèòü å¼ âîçìîæíóþ ðîëü â ðåàëüíîì ìèðå. Íà òîò ìîìåíò
ýòî áûëà ñîâåðøåííî åðåòè÷åñêàÿ èäåÿ, íèêòî èç ó÷¼íûõ ðàíåå íå ñîìíåâàëñÿ, ÷òî
ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâî.

Ïåðâûì áûë Ãàóññ. Îí íå ïóáëèêîâàë íèêàêèõ ðàáîò íà ýòó òåìó, íî åãî ÷åðíîâûå
çàìåòêè è íåñêîëüêî ïèñåì îäíîçíà÷íî ïîäòâåðæäàþò åãî ïîíèìàíèå íååâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè. Â 1818 ãîäó â ïèñüìå ê àâñòðèéñêîìó àñòðîíîìó Ãåðëèíãó îí ïèñàë:

ß ðàäóþñü, ÷òî âû èìååòå ìóæåñòâî âûñêàçàòüñÿ òàê, êàê åñëè áû Âû
ïðèçíàâàëè ëîæíîñòü íàøåé òåîðèè ïàðàëëåëüíûõ, à âìåñòå ñ òåì è âñåé
íàøåé ãåîìåòðèè. Íî îñû, ãíåçäî êîòîðûõ Âû ïîòðåâîæèòå, ïîëåòÿò Âàì
íà ãîëîâó.

Â äðóãîì ïèñüìå:

Âåðîÿòíî, ÿ åùå íå ñêîðî ñìîãó îáðàáîòàòü ñâîè ïðîñòðàííûå èññëåäîâàíèÿ
ïî ýòîìó âîïðîñó, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî îïóáëèêîâàòü. Âîçìîæíî äàæå, ÿ
íå ðåøóñü íà ýòî â âñþ ñâîþ æèçíü, ïîòîìó ÷òî áîþñü êðèêà áåîòèéöåâ (ïî
ïðåäàíèþ, æèòåëè Áåîòèè ñëàâèëèñü â Äðåâíåé Ãðåöèè ñâîåé ãëóïîñòüþ),
êîòîðûé ïîäíèìåòñÿ, åñëè ÿ âûñêàæó ñâîè âîççðåíèÿ öåëèêîì.

Òðóäû Áîéÿè íå ïðèâëåêëè âíèìàíèÿ, è îí âñêîðå îñòàâèë ýòó òåìó.
Â 1826 ãîäó íà çàñåäàíèè ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà Êàçàíñêîãî óíèâåð-

ñèòåòà Íèêîëàé Èâàíîâè÷ Ëîáà÷åâñêèé ïðåäñòàâèë ñâîþ ðàáîòó ¾Ñæàòîå èçëîæåíèå
íà÷àë ãåîìåòðèè ñî ñòðîãèì äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû î ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ¿. Ðà-
áîòà ýòà, ïðàâäà, íå ñîõðàíèëàñü.
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Îçíàêîìèâøèñü ñ ðàáîòîé Ëîáà÷åâñêîãî, Ãàóññ ýíåðãè÷íî õîäàòàéñòâóåò îá èçáðà-
íèè ðóññêîãî ìàòåìàòèêà èíîñòðàííûì ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåíòîì Ãåòòèíãåíñêîãî êî-
ðîëåâñêîãî îáùåñòâà (÷òî è ïðîèçîøëî â 1842 ãîäó). Â ïèñüìå 1846 ãîäà àñòðîíîìó
Øóìàõåðó Ãàóññ òàê îòçûâàåòñÿ î ðàáîòå Ëîáà÷åâñêîãî:

Ýòî ñî÷èíåíèå ñîäåðæèò â ñåáå îñíîâàíèÿ òîé ãåîìåòðèè, êîòîðàÿ äîëæ-
íà áûëà áû èìåòü ìåñòî è ïðèòîì ñîñòàâëÿëà áû ñòðîãî ïîñëåäîâàòåëüíîå
öåëîå, åñëè áû åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ íå áûëà áû èñòèííîé. . . Ëîáà÷åâñêèé
íàçûâàåò åå ¾âîîáðàæàåìîé ãåîìåòðèåé¿; Âû çíàåòå, ÷òî óæå 54 ãîäà (ñ
1792 ã.) ÿ ðàçäåëÿþ òå æå âçãëÿäû ñ íåêîòîðûì ðàçâèòèåì èõ, î êîòîðîì
íå õî÷ó çäåñü óïîìèíàòü; òàêèì îáðàçîì, ÿ íå íàø¼ë äëÿ ñåáÿ â ñî÷èíåíèè
Ëîáà÷åâñêîãî íè÷åãî ôàêòè÷åñêè íîâîãî. Íî â ðàçâèòèè ïðåäìåòà àâòîð
ñëåäîâàë íå ïî òîìó ïóòè, ïî êîòîðîìó øåë ÿ ñàì; îíî âûïîëíåíî Ëîáà÷åâ-
ñêèì ìàñòåðñêè â èñòèííî ãåîìåòðè÷åñêîì äóõå. ß ñ÷èòàþ ñåáÿ îáÿçàííûì
îáðàòèòü Âàøå âíèìàíèå íà ýòî ñî÷èíåíèå, êîòîðîå, íàâåðíîå, äîñòàâèò
Âàì ñîâåðøåííî èñêëþ÷èòåëüíîå íàñëàæäåíèå.

Ïðè æèçíè Ëîáà÷åâñêèé è Áîéÿè íå ïîëó÷èëè äîëæíîãî ïðèçíàíèÿ. Âîò, íàïðè-
ìåð, îòðûâîê èç îòçûâà Îñòðîãðàäñêîãî íà ìåìóàð Ëîáà÷åâñêîãî ¾Î íà÷àëàõ ãåîìåò-
ðèè¿, êîòîðûé òîò ïðåäñòàâèë íà ðåöåíçèþ â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêóþ àêàäåìèþ íàóê â
1832 ã.:

Àâòîð, ïî-âèäèìîìó, çàäàëñÿ öåëüþ ïèñàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû åãî íåëü-
çÿ áûëî ïîíÿòü. Îí äîñòèã ýòîé öåëè; áîëüøàÿ ÷àñòü êíèãè îñòàëàñü ñòîëü
æå íåèçâåñòíîé äëÿ ìåíÿ, êàê åñëè áû ÿ íèêîãäà íå âèäàë å¼. [...] Ìîæíî
ïðåâçîéòè ñàìîãî ñåáÿ è ïðî÷åñòü ïëîõî ñðåäàêòèðîâàííûé ìåìóàð, åñëè
çàòðàòà âðåìåíè èñêóïèòñÿ ïîçíàíèåì íîâûõ èñòèí, íî áîëåå ÷åì òÿæåëî
ðàñøèôðîâàòü ðóêîïèñü, êîòîðàÿ èõ íå ñîäåðæèò è êîòîðàÿ òðóäíà íå âîç-
âûøåííîñòüþ èäåé, à ïðè÷óäëèâûì îáîðîòîì ïðåäëîæåíèé, íåäîñòàòêàìè
â õîäå ðàññóæäåíèé è íàðî÷èòî ïðèìåíÿåìûìè ñòðàííîñòÿìè. [...] Êíèãà
ã�íà ðåêòîðà Ëîáà÷åâñêîãî îïîðî÷åíà îøèáêîé, ÷òî îíà íåáðåæíî èçëîæå-
íà è ÷òî, ñëåäîâàòåëüíî, îíà íå çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ Àêàäåìèè.

Ëîáà÷åâñêèé óìåð â 1856 ãîäó. Ñïóñòÿ íåñêîëüêî ëåò áûëà îïóáëèêîâàíà ïåðåïèñ-
êà Ãàóññà, â òîì ÷èñëå íåñêîëüêî âîñòîðæåííûõ îòçûâîâ î ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, è
ýòî ïðèâëåêëî âíèìàíèå ê òðóäàì Ëîáà÷åâñêîãî. Ïîÿâëÿþòñÿ ïåðåâîäû èõ íà ôðàí-
öóçñêèé è èòàëüÿíñêèé ÿçûêè, êîììåíòàðèè âèäíûõ ãåîìåòðîâ. Ïóáëèêóåòñÿ è òðóä
Áîéÿè.

Â 1868 ãîäó âûõîäèò ñòàòüÿ Áåëüòðàìè îá èíòåðïðåòàöèÿõ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêî-
ãî. Áåëüòðàìè îïðåäåëèë ìåòðèêó ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî è äîêàçàë, ÷òî îíà èìååò
âñþäó ïîñòîÿííóþ îòðèöàòåëüíóþ êðèâèçíó. Òàêàÿ ïîâåðõíîñòü òîãäà óæå áûëà èç-
âåñòíà � ýòî ïñåâäîñôåðà Ìèíäèíãà. Áåëüòðàìè ñäåëàë âûâîä, ÷òî ëîêàëüíî ïëîñ-
êîñòü Ëîáà÷åâñêîãî èçîìåòðè÷íà ó÷àñòêó ïñåâäîñôåðû. Îêîí÷àòåëüíî íåïðîòèâîðå-
÷èâîñòü ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî áûëà äîêàçàíà â 1871 ãîäó, ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ìîäåëè
Êëåéíà.
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Ñóùåñòâîâàíèå ìîäåëåé ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî äîêàçûâàåò, ÷òî îíà íåïðîòèâî-
ðå÷èâà â òîé æå ñòåïåíè, ÷òî è åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ. Ïîýòîìó ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ìîäåëè
Êëåéíà, à çàòåì è ìîäåëåé Ïóàíêàðå, ñïîðû ïî ïîâîäó ïðîòèâîðå÷èâîñòè íîâîé ãåî-
ìåòðèè çàòèõëè. À ïîñëå ðàáîò Ýéíøòåéíà íà÷àëà XX âåêà ãåîìåòðèþ Åâêëèäà óæå
íåëüçÿ áûëî ñ÷èòàòü ôèçè÷åñêè âåðíîé.

2.2 Òðóäíîñòè òåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà

Èçëîæåíèþ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî íà îñíîâå àêñèîì àáñîëþòíîé ãåîìåòðèè ïðåïÿò-
ñòâóþò íåêîòîðûå òðóäíîñòè òåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ìîäåëåé ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî
íåêîòîðàÿ èíòåðïðåòàöèÿ àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ, íåîáõîäèìî ïî-
êàçàòü ÷òî â ýòîé èíòåðïðåòàöèè èñòèííû âñå àêñèîìû òåîðèè. Îäíàêî â äàëüíåéøåì
íàì ïîíàäîáèòñÿ áîëüøåå: ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè ìîäåëè (ò.å. Åâêëè-
äîâîé ãåîìåòðèåé, ñâîéñòâàìè èíâåðñèè è ò.ï.), ÷òîáû äîêàçûâàòü ôàêòû ãåîìåòðèè
Ëîáà÷åâñêîãî. Íî çàêîííî ëè ýòî? Íå áóäåì ëè ìû ïîëó÷àòü óòâåðæäåíèÿ, íå äîêàçóå-
ìûå ÷åðåç àêñèîìû? Âäðóã íàøà ìîäåëü � ýòî âñåãî ëèøü ÷àñòíûé ñëó÷àé ãåîìåòðèè
Ëîáà÷åâñêîãî (ïîäîáíî òîìó êàê ãåîìåòðèÿ Åâêëèäà � ÷àñòíûé ñëó÷àé àáñîëþòíîé
ãåîìåòðèè). Äëÿ òîãî, ÷òîáû òàêèõ ¾÷àñòíûõ ñëó÷àåâ¿ íå âîçíèêàëî, íåîáõîäèìî (è
äîñòàòî÷íî), ÷òîáû ñèñòåìà àêñèîì áûëà ïîëíà, ò.å. êàæäîå óòâåðæäåíèå ëèáî âûâî-
äèòñÿ èç àêñèîì, ëèáî âûâîäèòñÿ åãî îòðèöàíèå. Íî ïîëíà ëè ñèñòåìà àêñèîì ãåîìåò-
ðèè Ëîáà÷åâñêîãî?

Äëÿ òîãî ÷òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ,ýòó ôîðìàëüíóþ ñèñòåìó íóæíî ñíà÷àëà
ïðåäúÿâèòü. À ýòî íå òàê óæ ïðîñòî! Íàïðèìåð, ñèñòåìà àêñèîì Ãèëüáåðòà åâêëèäî-
âîé ãåîìåòðèè âûõîäèò çà ðàìêè ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà. À ëþáàÿ ñèñòåìà àêñèîì â
ëîãèêå âòîðîãî ïîðÿäêà îáÿçàòåëüíî íåïîëíà (èëè ïðîòèâîðå÷èâà). Äëÿ òîãî, ÷òîáû
èçáåæàòü ýòèõ òðóäíîñòåé, ìû ïðîñòî âîçüìåì îäíó èç ìîäåëåé ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâ-
ñêîãî çà îïðåäåëåíèå.

2.3 Ïðèëîæåíèå: àêñèîìàòèêà Åâêëèäà

Íà÷àëà Åâêëèäà ñ 1482 ãîäà âûäåðæàëè áîëåå 500 èçäàíèé, ýòî ñàìàÿ ïîïóëÿðíàÿ
íàó÷íàÿ êíèãà.
Îïðåäåëåíèÿ:

1) Òî÷êà åñòü òî, ÷òî íå èìååò ÷àñòåé.
2) Ëèíèÿ æå � äëèíà áåç øèðèíû.
3) Êîíöû æå ëèíèè � òî÷êè.
4) Ïðÿìàÿ ëèíèÿ åñòü òà, êîòîðàÿ ðàâíî ðàñïîëîæåíà îòíîñèòåëüíî òî÷êè íà íåé.
5) Ïîâåðõíîñòü åñòü òî, ÷òî èìååò òîëüêî äëèíó è øèðèíó.
6) Êîíöû æå ïîâåðõíîñòè � ëèíèè.

Àêñèîìû:
1) Ðàâíûå îäíîìó è òîìó æå ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
2) È åñëè ê ðàâíûì ïðèáàâëÿþò ðàâíûå, òî è öåëûå áóäóò ðàâíû.
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3) È åñëè îò ðàâíûõ îòíèìàþòñÿ ðàâíûå, òî îñòàòêè áóäóò ðàâíû.
4) È åñëè ê íåðàâíûì ïðèáàâëÿþòñÿ ðàâíûå, òî öåëûå áóäóò íå ðàâíû.
5) È óäâîåííûå îäíîãî è òîãî æå ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
6) È ïîëîâèíû îäíîãî è òîãî æå ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
7) È ñîâìåùàþùèåñÿ äðóã ñ äðóãîì ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
8) È öåëîå áîëüøå ÷àñòè.
9) È äâå ïðÿìûå íå ñîäåðæàò ïðîñòðàíñòâà.

Ïîñòóëàòû:
1) Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ìîæíî áûëî ÷åðåç âñÿêèå äâå òî÷êè ïðîâåñòè ïðÿìóþ.
2) È îãðàíè÷åííóþ ïðÿìóþ íåïðåðûâíî ïðîäîëæàòü ïî ïðÿìîé.
3) È èç âñÿêîãî öåíòðà âñÿêèì ðàññòîÿíèåì îïèñàòü êðóã.
4) È ÷òî âñå ïðÿìûå óãëû ðàâíû.
5) È åñëè ïðÿìàÿ ëèíèÿ, ïàäàþùàÿ íà äâå ïðÿìûå, äåëàåò ìåíüøèìè äâóõ ïðÿìûõ

óãëû ïî îäíó ñòîðîíó, ÷òîáû ýòè äâå ïðÿìûå, áóäó÷è ïðîäîëæåíû, ñîâïàëè ñ òîé
ñòîðîíû, ñ êîòîðîé óãëû ìåíüøå äâóõ ïðÿìûõ.

3 Èíâåðñèÿ

3.1 Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Èíâåðñèÿ òî÷êè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè. Ïîïîëíåíèå ïëîñêîñòè áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííîé òî÷êîé. Îáîáùåííûå îêðóæíîñòè. Àíàëèòè÷åñêîå çàäàíèå èíâåðñèè. Ïîðèçì
Øòåéíåðà. Ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå. Àíåêäîò ïðî ëüâà è êëåòêó.

Ëåììà 1. 4OAB ∼ 4OB′A′. Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êè A, B, A′, B′ ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè.

Ñëåäñòâèå 1. A′B′ = AB · R2

OA·OB

Óòâåðæäåíèå 1. Ñâîéñòâà èíâåðñèè:
1) Öåíòðàëüíûå ïðÿìûå îñòàþòñÿ íà ìåñòå.
2) Íåöåíòðàëüíûå ïðÿìûå ïåðåõîäÿò â öåíòðàëüíûå îêðóæíîñòè.
3) Öåíòðàëüíûå îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò â íåöåíòðàëüíûå ïðÿìûå.
4) Íåöåíòðàëüíûå îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò â íåöåíòðàëüíûå îêðóæíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 2. Èíâåðñèÿ ïåðåâîäèò êàñàþùèåñÿ êðèâûå â êàñàþùèåñÿ (áåç äîêà-
çàòåëüñòâà).

Ñëåäñòâèå 2. Èíâåðñèÿ ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó êðèâûìè (ïðÿìûìè è îêðóæíîñòÿ-
ìè).

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò èíâåðñèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ äâå äàííûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæ-
íîñòè â êîíöåíòðè÷åñêèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òàêóþ òî÷êó C íà ëèíèè öåíòðîâ, êàñàòåëüíûå èç êî-
òîðîé ê äâóì äàííûì îêðóæíîñòÿì ðàâíû (ïåðåñå÷åíèå ðàäèàëüíîé îñè ñ ëèíèåé öåí-
òðîâ). Ïîëþñîì èñêîìîé èíâåðñèè áóäåò ïåðåñå÷åíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå
C (è ïåðåñåêàþùåé äâå äàííûå ïîä ïðÿìûì óãëîì) ñ ëèíèåé öåíòðîâ.

3.2 Çàäà÷è

1. ×òî ñòàíåò ñ äâóìÿ ñåìåéñòâàìè ïðÿìûõ x = const è y = const ïðè èíâåðñèè
îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò?

2. Äîêàçàòü, ÷òî îäíîìåðíàÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ � ýòî îãðàíè÷åíèå èíâåð-
ñèè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îêðóæíîñòè. Àíàëîãè÷íî, îáû÷íàÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ
ïðîåêöèÿ (îáî åå âàðèàíòà) � îãðàíè÷åíèå èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ñôåðû.

3. Òåîðåìà Ïòîëåìåÿ: äîêàçàòü, ÷òî âî âïèñàííîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñóììà ïðîèçâå-
äåíèé ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ äèàãîíàëåé.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè èíâåðñèè ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî îáîáùåííîé îêðóæíîñòè
òî÷êè ïåðåõîäÿò â ñèììåòðè÷íûå.

5. Íàéäèòå ìíîæåñòâî òî÷åê êàñàíèÿ ïàð îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ ñòîðîí äàííîãî
óãëà â äàííûõ òî÷êàõ A è B.

6. Äîêàæèòå, ÷òî èíâåðñèÿ ñ öåíòðîì â âåðøèíå A ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà
ABC è ñòåïåíüþ AB2 ïåðåâîäèò îñíîâàíèå BC òðåóãîëüíèêà â äóãó BC îïèñàííîé
îêðóæíîñòè.

• 7. Êàêîå èçîáðàæåíèå ìû óâèäèì â ñôåðè÷åñêîì çåðêàëå? Êàê îíî ñâÿçàíî ñ èíâåð-
ñèåé?

3.3 Ïîñòðîåíèÿ

8. Ïîñòðîèòü îáðàç òî÷êè ïðè èíâåðñèè.

9. Ïðîáëåìà Àïîëëîíèÿ:
1) ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äâå äàííûå òî÷êè è êàñàþùóþñÿ

äàííîé îêðóæíîñòè;
2) ÷åðåç äàííóþ òî÷êó ïðîâåñòè îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ äâóõ äàííûõ îêðóæíî-

ñòåé;
3) ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ òðåõ äàííûõ.

10. Ïðîâåäèòå ÷åðåç äàííóþ òî÷êó îêðóæíîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ äâóì äàííûì
îêðóæíîñòÿì.

11. Ïîñòðîéòå îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ äàííîé îêðóæíîñòè S è ïåðïåíäèêóëÿðíóþ
äâóì äàííûì îêðóæíîñòÿì S1 è S2.
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3.4 Ïîñòðîåíèÿ îäíèì öèðêóëåì

12. Ïîñòðîéòå îòðåçîê, êîòîðûé â n ðàç äëèííåå äàííîãî îòðåçêà.

13. Ïîñòðîéòå òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå A îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
äàííûå òî÷êè B è C.

14. Ðàçäåëèòü äàííûé îòðåçîê ïîïîëàì.

15. Ïîñòðîèòü öåíòð äàííîé îêðóæíîñòè.

4 Ýðëàíãåíñêàÿ ïðîãðàììà Êëåéíà

Â äåâÿòíàäöàòîì âåêå ìàòåìàòèêè îñîçíàëè, ÷òî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííîé ìûñëèìîé ãåîìåòðèåé. Äàæå åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî, â êîòî-
ðîì ìû æèâåì, ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíàì åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè (÷òî íà ñàìîì äåëå âåðíî
ëèøü â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè), èìååò ñìûñë èçó÷àòü ãåîìåòðèþ è äðóãèõ ïðîñòðàíñòâ,
êîòîðûå âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíè-
êàåò âîïðîñ, ÷òî æå â òàêîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïîíèìàòü ïîä ãåîìåòðèåé.

Íåìåöêèé ìàòåìàòèê Ôåëèêñ Êëåéí â ñâîåé ëåêöèè 1872 ãîäà, ïîëó÷èâøåé èç-
âåñòíîñòü ïîä íàçâàíèåì ¾Ýðëàíãåíñêàÿ ïðîãðàììà¿, äàë îïðåäåëåíèå ãåîìåòðèè êàê
íàóêè, èçó÷àþùåé ñâîéñòâà ôèãóð, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ãðóïïû ïðå-
îáðàçîâàíèé. Ðàçáåðåìñÿ, ÷òî ýòî çíà÷èò.

×òî òàêîå ðàâíûå òðåóãîëüíèêè â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè? Õî÷åòñÿ ñêàçàòü, ÷òî äâà
òðåóãîëüíèêà ðàâíû, åñëè îíè "îäèíàêîâîé ôîðìû"èëè åñëè îíè "íè÷åì äðóã îò äðóãà
íå îòëè÷àþòñÿ". Â øêîëå êàê ïðàâèëî äàåòñÿ òàêîå îïðåäåëåíèå ðàâåíñòâà ôèãóð:
äâå ôèãóðû ðàâíû, åñëè èõ ìîæíî ñîâìåñòèòü äâèæåíèåì. Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî ýòî
íå êàêîå-òî àáñîëþòíîå ðàâåíñòâî, à ðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè. À òî÷íåå îòíîñèòåëüíî ãðóïïû äâèæåíèé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè.

Â îïðåäåëåíèè ðàâåíñòâà ôèãóð ìîãëà ôèãóðèðîâàòü è äðóãàÿ ãðóïïà. Íàïðèìåð,
ìîæíî áûëî ñêàçàòü, ÷òî äâå ôèãóðû ðàâíû, åñëè èõ ìîæíî ñîâìåñòèòü

• ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ

• ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì

• äâèæåíèåì, ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ

Â òàêîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èëè áû òðè íîâûå ãåîìåòðèè. Â ïåðâîé ãåîìåòðèè, îñíî-
âàííîé íà ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïîäîáèÿ, ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ áûëî áû "áîëüøå", ÷åì
â åâêëèäîâîé. Òî åñòü ëþáûå äâå ôèãóðû, ðàâíûå â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, áûëè áû
ðàâíû è â ¾ãåîìåòðèè ïîäîáèé¿. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëó÷èëàñü áû áîëåå áîãàòàÿ ãåî-
ìåòðèÿ. Äðóãèå äâå ãåîìåòðèè áûëè áû áåäíåå åâêëèäîâîé.

Â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè òðåóãîëüíèê îáëàäàåò ðÿäîì ñâîéñòâ. Íàïðèìåð, ìîæíî
ãîâîðèòü î äëèíå åãî ñòîðîí. À â ãåîìåòðèè ïîäîáèé áåññìûñëåííî îïðåäåëÿòü äëèíó,
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òàê êàê îíà íå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïîäîáèÿ, çàòî ïî-ïðåæíåìó èìååò
ñìûñë èçìåðÿòü óãëû. Íàîáîðîò, â ãåîìåòðèè, îñíîâàííîé íà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñàõ,
ó ôèãóð ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà (èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû), êîòîðûõ ó íèõ íå áûëî â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî â ðàìêàõ ãðóïïîâîãî ïîäõîäà ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû è
äðóãèå ãåîìåòðèè, íàïðèìåð, àôôèííàÿ, ïðîåêòèâíàÿ, êîíôîðìíàÿ ãåîìåòðèè èëè
ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî.

Âîïðîñ. Êàêèå ôèãóðû ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàâíûìè â ãåîìåòðèè, â êîòîðîé ãðóïïà
ïðåîáðàçîâàíèé ñîñòîèò òîëüêî èç òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ? À åñëè ãðóïïà
ïðåîáðàçîâàíèé ñîñòîèò âîîáùå èçî âñåõ âîçìîæíûõ áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé?

5 Ìîäåëü Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè H2

5.1 Íîñèòåëü ìîäåëè è ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé

Ðàññìîòðèì íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè êàêóþ-íèáóäü ïðÿìóþ a, êîòîðóþ áåç îãðàíè÷å-
íèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ãîðèçîíòàëüíîé. Òî÷êàìè ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî áóäåì
ñ÷èòàòü òî÷êè âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé, êîòîðóþ â äàëüíåé-
øåì áóäåì íàçûâàòü àáñîëþòîì. Òî÷êè ñàìîãî àáñîëþòà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî íå
ïðèíàäëåæàò.

Ñëåäóÿ èäåå Êëåéíà, çàäàäèì ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.
Èòàê, ïóñòü ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé ïðèíàäëåæàò ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëü-
íûõ ïðÿìûõ è ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè íà àáñîëþòå, à òàêæå
âñå, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ èç ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé âçÿòèåì êîìïîçèöèé â êîíå÷íîì ÷èñëå.
Çàìåòèì, ÷òî

• Êîìïîçèöèÿ ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî äâóõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ äàåò ãî-
ðèçîíòàëüíûé ñäâèã. Ãîðèçîíòàëüíûé ñäâèã íà íóëåâóþ âåëè÷èíó � òîæäåñòâåí-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå.

• Êîìïîçèöèÿ ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî äâóõ êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ñ öåí-
òðîì íà àáñîëþòå äàåò ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì íà àáñîëþòå. Ãîìîòåòèÿ ñ åäèíè÷-
íûì êîýôôèöèåíòîì � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Òàêèì îáðàçîì, ñäâèãè è ãîìîòåòèè òàêæå âõîäÿò â íàøó ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé.
Äâå ôèãóðû íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè (èëè êîíãðóýíòíûìè), åñëè ñóùåñòâóåò ïðåîá-

ðàçîâàíèå èç ãðóïïû, ïåðåâîäÿùåå îäíó ôèãóðó â äðóãóþ.

Òåîðåìà 1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé:
1) Ýëåìåíòû îïèñàííîé âûøå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé áèåêòèâíî ïåðåâîäÿò âåðõ-

íþþ ïîëóïëîñêîñòü â ñåáÿ æå.
2) Ïðè ïîìîùè ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïåðåâåñòè ëþáóþ äàííóþ òî÷êó

ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â ëþáóþ äðóãóþ äàííóþ.
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Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿòðàíçèòèâíîñòüþ äåéñòâèÿ ãðóïïû. Åãî åùå ìîæ-
íî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: âñå òî÷êè ðàâíû.

Äàëåå ìû áóäåì îïðåäåëÿòü ðàçëè÷íûå îáúåêòû ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî: ïðÿìûå,
óãëû, ðàññòîÿíèÿ. Ïðè ýòîì âàæíî ïðîâåðÿòü, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ ñîãëàñîâàíû ñ
ââåäåííîé âûøå ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé.

16. Êîììóòàòèâíà ëè ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî?

5.2 Ïðÿìûå

Ïðÿìûìè â ìîäåëè Ïóàíêàðå íàçîâåì ëó÷è, ïåðïåíäèêóëÿðíûå àáñîëþòó è ñ âåð-
øèíîé íà íåì (ñàìà âåðøèíà ëó÷à, êàê è âåñü àáñîëþò, íå ïðèíàäëåæàò ïëîñêîñòè
Ëîáà÷åâñêîãî), è âåðõíèå ïîëóîêðóæíîñòè ñ öåíòðîì íà àáñîëþòå.

Èç ñâîéñòâ èíâåðñèè, êîòîðûå ìû äîêàçàëè ðàíåå, ñëåäóåò, ÷òî òàêîå îïðåäåëå-
íèå ïðÿìîé ñîãëàñîâàíî ñ íàøåé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé, ò.å. ÷òî ëþáîé åå ýëåìåíò
ïåðåâîäèò ïðÿìûå â ïðÿìûå. Êñòàòè, ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé ñåé÷àñ ìîæíî îïèñàòü
ïðîùå: îíà ïîðîæäåíà ñèììåòðèÿìè îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.

Òåîðåìà 2. ×åðåç ëþáûå äâå íåñîâïàäàþùèå òî÷êè ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ.

Óñëîâèìñÿ ãîâîðèòü, ÷òî äâå ïðÿìûå èìåþò îáùóþ áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó,
ëèáî åñëè ýòè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ íà àáñîëþòå, ëèáî åñëè îáå ýòèõ ïðÿìûõ ÿâëÿþò-
ñÿ ëó÷àìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè àáñîëþòó. Ïàðàëëåëüíûìè íàçîâåì ïðÿìûå, èìåþùèå
îáùóþ áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó. Ïðÿìûå, íå èìåþùèå îáùèõ òî÷åê (äàæå áåñêî-
íå÷íî óäàëåííûõ) íàçîâåì ðàñõîäÿùèìèñÿ (èëè ñâåðõïàðàëëåëüíûìè).

Òåîðåìà 3. ×åðåç òî÷êó âíå ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè ðîâíî äâå ïðÿìûå, ïàðàëëåëü-
íûå ýòîé ïðÿìîé, è áåñêîíå÷íîå ÷èñëî (êîíòèíóóì) ðàñõîäÿùèõñÿ ïðÿìûõ.

17. Äîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç òî÷êó, ëåæàùóþ âíóòðè óãëà, íå âñåãäà ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿ-
ìóþ, ïåðåñåêàþùóþ îáå ñòîðîíû óãëà.

18. Ïîñòðîåíèå ñåðåäèíû îòðåçêà. Äàíû äâå òî÷êè A è B. Îòðàçèì òî÷êó A îòíîñè-
òåëüíî àáñîëþòà è ïîëó÷èì òî÷êó A′. Ïðîâåäåì îòðåçîê A′B, ïåðåñåêàþùèé àáñîëþò
â òî÷êå C, è âîññòàíîâèì èç íåå ïåðïåíäèêóëÿð ê àáñîëþòó, ïåðåñåêàþùèé íååâêëèäîâ
îòðåçîê AB â òî÷êå M . Äîêàçàòü, ÷òî AM = BM .
Ðåøåíèå. Ñäåëàåì èíâåðñèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå X.

5.3 Óãëû

Âåëè÷èíîé óãëà ìåæäó äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ íååâêëèäîâûìè ïðÿìûìè ìû íàçîâåì
âåëè÷èíó òîãî æå óãëà â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Óãîë ìåæäó êðèâûìè îïðåäåëÿåòñÿ
òàê æå, êàê è â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Èç ñâîéñòâ èíâåðñèè ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíèå
óãëà ñîãëàñîâàíî ñ ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî: ëþáîé ïðåîáðà-
çîâàíèå ýòîé ãðóïïû ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó ïðÿìûìè.
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Òåîðåìà 4. Ê äâóì ðàñõîäÿùèìñÿ ïðÿìûì ìîæíî ïðîâåñòè ðîâíî îäèí ïåðïåíäè-
êóëÿð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ìíîãèå òåîðåìû â íàøåì êóðñå ýòà äîêàçûâàåòñÿ ïåðåõîäîì
îò îáùåãî ñëó÷àÿ ê ñïåöèàëüíîìó. Íóæíî ëèøü ïåðåâåñòè îêðóæíîñòè, çàäàþùèå
ïðÿìûå, â êîíöåíòðè÷åñêèå ïðè ïîìîùè èíâåðñèè.

Ëåììà 3. Íà ìíîæåñòâå ðàâíûõ ïî âåëè÷èíå óãëîâ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ãåîìåò-
ðèè Ëîáà÷åâñêîãî äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî.

• 19. Äîêàçàòü ÷åòâåðòûé ïðèçíàê ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ: åñëè âñå òðè óãëà îäíî-
ãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû âñåì òðåì óãëàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî ýòè òðåóãîëüíèêè
ðàâíû.

6 Äðóãèå ìîäåëè ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî

6.1 Ìîäåëü Ïóàíêàðå â êðóãå P2

Ìû çíàåì, ÷òî èíâåðñèè ñ öåíòðàìè íà àáñîëþòå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ãðóïïû ïðå-
îáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. ×òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè ñäåëàòü èíâåðñèþ îòíîñè-
òåëüíî îêðóæíîñòè, öåíòð êîòîðûé ëåæèò íå íà àáñîëþòå? Ïîëó÷èòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ
ìîäåëü Ïóàíêàðå â êðóãå.

Ïóñòü äëÿ íà÷àëà öåíòð ëåæèò íèæå àáñîëþòà. Òîãäà ñàì àáñîëþò ïåðåéäåò â
îêðóæíîñòü (àáñîëþò â íîâîé ìîäåëè), à âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü � âî âíóòðåííîñòü
ýòîé îêðóæíîñòè. Ïðÿìûå ìîäåëè H2 ïåðåéäóò ëèáî â äóãè îêðóæíîñòåé, ïåðïåí-
äèêóëÿðíûõ íîâîìó àáñîëþòó, ëèáî â åãî äèàìåòðû. Óãëû ìåæäó âñåìè êðèâûìè
ñîõðàíÿòñÿ.

20. ×òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè öåíòð èíâåðñèè áóäåò ëåæàòü âûøå àáñîëþòà?

Òåîðåìà 5. Ñóììà óãëîâ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ñòðîãî ìåíüøå π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýòîò òðåóãîëüíèê â ìîäåëè H2. Ñäåëàåì èíâåðñèþ ñ
öåíòðîì â îäíîé èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà. Ïîëó÷èì òðåóãîëüíèê â ìîäåëè P2, äâå
ñòîðîíû êîòîðîãî èçîáðàæàþòñÿ äèàìåòðàìè áîëüøîãî êðóãà. Âèäíî, ÷òî ó òàêîãî
òðåóãîëüíèêà ñóììà óãëîâ ñòðîãî ìåíüøå π.

Ñëåäñòâèå 3. Ñóììà óãëîâ âûïóêëîãî n�óãîëüíèêà ñòðîãî ìåíüøå (n− 2)π.

21. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà â ñôåðè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè?
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6.2 Ìîäåëü Êëåéíà K2

Ñåé÷àñ ìû ïîñòðîèì åùå îäíó ìîäåëü ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, â êîòîðîé ïðÿìûå
èçîáðàæàþòñÿ èíòåðâàëàìè îáû÷íûõ åâêëèäîâûõ ïðÿìûõ. Ðàññìîòðèì ìîäåëü Ïó-
àíêàðå â êðóãå è ñôåðó, êîòîðàÿ äåëèòñÿ ýòèì êðóãîì ïîïîëàì. Ñäåëàåì îáðàòíóþ
ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ êðóãà íà âåðõíþþ ïîëîâèíêó ñôåðû. Ìû çíàåì, ÷òî
ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ � ýòî îãðàíè÷åíèå ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè, ïîýòîìó
îíà ñîõðàíÿåò óãëû, à îáîáùåííûå îêðóæíîñòè ïåðåâîäèò â îáîáùåííûå îêðóæíîñòè.
Ïîýòîìó ïðÿìûå ìîäåëè P2 ïåðåéäóò â îêðóæíîñòè, ïî-ïðåæíåìó ïåðïåíäèêóëÿðíûå
àáñîëþòó.

Ñäåëàâ òåïåðü ïðîåêöèþ âåðõíåé ïîëóñôåðû íà èñõîäíûé êðóã (íå ñòåðåîãðàôè-
÷åñêóþ, à îáû÷íóþ � âñå ðàâíî ÷òî ïîñìîòðåòü íà ñôåðó ñâåðõó), ìû ïîëó÷èì ìîäåëü
Êëåéíà. Ïðÿìûå ïðè òàêîé ïðîåêöèè ïåðåéäóò â õîðäû íîâîãî àáñîëþòà (ñîâïàäàþ-
ùåãî ñî ñòàðûì).

6.3 Èíòåðïðåòàöèÿ ìîäåëè H2 êàê ñâåòîâîé ìîäåëè

Ñóùåñòâóåò îäèí îáùèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ãåîìåòðèé. Ñíà÷àëà íà íåêîòîðîì
ìíîæåñòâå (íîñèòåëè ìîäåëè) çàäàåòñÿ ìåòðèêà. Çàòåì ãîâîðèòñÿ, ÷òî ïðÿìûå � ýòî
êðàò÷àéøèå ëèíèè â ýòîé ìåòðèêå. Áîëåå òî÷íî, ëîêàëüíî êðàò÷àéøèå, ò.å. ãåîäåçè-
÷åñêèå.

Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ñòàíîâèòñÿ åñòåñòâåííîé, åñëè ðàññìàòðèâàòü íå ïðîèçâîëüíûå
ìåòðèêè, à ò.í. ¾ñâåòîâûå¿. Ïóñòü, íàïðèìåð, íîñèòåëåì ìîäåëè áóäåò ïëîñêîñòü R2.
Ðàññìîòðèì íà íåé íåêîòîðóþ ôóíêöèþ c(x, y) � ñêîðîñòü ñâåòà. Â êà÷åñòâå èñõîäíî-
ãî ïîëîæåíèÿ î ñâåòå ïðèìåì ïðèíöèï Ôåðìà: ñâåò äâèæåòñÿ ïî òàêèì òðàåêòîðèÿì,
êîòîðûå çàíèìàþò ó íåãî íàèìåíüøåå âðåìÿ (òî÷íåå, ëîêàëüíî íàèìåíüøåå). Ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B îïðåäåëèì êàê âðåìÿ, íåîáõîäèìîå ñâåòó äëÿ òîãî, ÷òîáû
äîáðàòüñÿ èç A â B, à ïðÿìûå � êàê ñâåòîâûå òðàåêòîðèè.

Íàïðèìåð, åñëè ïîëîæèòü c(x, y) = 1 èëè c(x, y) = const, òî ïîëó÷èì îáû÷íóþ
Åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ. Åñëè â êà÷åñòâå c(x, y) áðàòü ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè, ò.å. ôóíê-
öèè òèïà c(x, y) = 1, åñëè (x, y) ∈ A, è c(x, y) = 2, åñëè (x, y) ∈ R2\A, òî ïîëó÷èì
ãåîìåòðèè ñ ëèíçàìè, ïîêàçàòåëÿìè ïðåëîìëåíèÿ è ò.ï., ò.å. ãåîìåòðè÷åñêóþ îïòèêó.

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð. Â êà÷åñòâå íîñèòåëÿ ìîäåëè âîçü-
ìåì âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, ïðÿìóþ y = 0 áóäåì íàçûâàòü àáñîëþòîì. Ïîëîæèì
c(x, y) = y. ×òî áóäåò ïðÿìûìè â òàêîé ãåîìåòðèè? Âèäíî, ÷òî åñëè òî÷êè A è B
íàõîäÿòñÿ, íàïðèìåð, íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò àáñîëþòà, òî ñâåòó âûãîäíåå èäòè
èç A â B íå ïî åâêëèäîâîìó îòðåçêó AB, à çàáèðàòü íåìíîãî ââåðõ. Âèäíî òàêæå,
÷òî ñâåòîâûå òðàåêòîðèè áóäóò ïåðåñåêàòü àáñîëþò ïîä ïðÿìûì óãëîì, ò.ê. äâèãàòüñÿ
âáëèçè àáñîëþòà ïàðàëëåëüíî åìó ñâåòó ñëèøêîì óæ íåâûãîäíî. Íî êàêèå èìåííî
êðèâûå ïîëó÷àòñÿ?

Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ íóæíî íàó÷èòüñÿ èçìåðÿòü äëèíó êðèâûõ â ñâåòîâîé
ìåòðèêå. Ýòî î÷åíü ïðîñòî: íóæíî ðàçáèòü êðèâóþ íà î÷åíü ìàëåíüêèå (òî÷íåå, áåñ-
êîíå÷íî ìàëåíüêèå) îòðåçêè, èçìåðèòü äëèíó êàæäîãî, à ïîòîì âñå ñëîæèòü. Äëèíû
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æå áåñêîíå÷íî ìàëûõ îòðåçêîâ ìû èçìåðÿòü óìååì, ò.ê. äëÿ íèõ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
c(x, y) = const.

Ïóñòü dt � ýòî âðåìÿ, çà êîòîðîå ñâåò ïðîõîäèò áåñêîíå÷íî ìàëûé èíòåðâàë, ñäâè-
ãàÿñü ïî îñè x íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó dt, à ïî îñè y � íà dy. Òîãäà

c(x, y) · dt =
√

dx2 + dy2

ò.å.

dt =

√
dx2 + dy2

y

Íàì íóæíî íàéòè òàêóþ òðàåêòîðèþ γ, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò îáùåå âðåìÿ äâèæåíèÿ
ñâåòà ïî íåé:∫

γ

dt =

∫
γ

√
dx2 + dy2

y
=

x1∫
x0

√
1 + y′(x)2

y
dx =

x1∫
x0

L(x, y,
∂y

∂x
)dx → min

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ìèíèìóìà â òàêîé âàðèàöèîííîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ óðàâíå-
íèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà:

d

dx

∂L

∂(∂y/∂x)
=

∂L

∂y

Äëÿ íàøåãî ëàãðàíæèàíà îíî ñâîäèòñÿ ê òàêîìó:

1 + y′2 + yy′′ = 0

Äèôôåðåíöèðóÿ åãî ïî x, ïîëó÷àåì:

3y′y′′ + yy′′′ = 0

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî

y′′′(1 + y′2)− 3y′y′′2 = 0,

à ýòî â òî÷íîñòè óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà êðèâèçíû êðèâîé:

k =
|y′′|

(1 + y′2)
3
2

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ñâåòîâûå òðàåêòîðèè � ýòî â òî÷íîñòè êðèâûå
ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, ïåðåñåêàþùèå àáñîëþò ïîä ïðÿìûì óãëîì, ò.å. ïðÿìûå ãåîìåò-
ðèè Ëîáà÷åâñêîãî!
22. Âûâåñòè èç ïðèíöèïà Ôåðìà çàêîí Ñíåëëà ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà.
23. Îáúÿñíèòü ÿâëåíèå ìèðàæåé â ïóñòûíå, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî õîëîäíûé âîçäóõ
èìååò áîëüøóþ ïëîòíîñòü (÷òî ôèçè÷åñêè ïîíÿòíî).
24. Êà÷åñòâåííî îïèñàòü ãåîìåòðèþ, ãäå ñêîðîñòü ñâåòà c(x, y) = c(r), r2 = x2 + y2:

1) c(r) = 1
1+r2

2) c(r) = r2

1+r2

25. Äîêàçàòü, ÷òî ñêîðîñòü ñâåòà â ìîäåëè P2 ðàâíà 1
2
(1−R2).
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7 Ðàññòîÿíèÿ

7.1 Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè

Äî ñèõ ïîð ìû ñîâñåì íå çàòðàãèâàëè âîïðîñ î ðàññòîÿíèÿõ â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.
Ìû ãîâîðèëè î ðàâåíñòâàõ îòðåçêîâ, íî ðàâåíñòâî ïîíèìàëè êàê âîçìîæíîñòü ïåðå-
âåñòè îäèí îòðåçîê â äðóãîé êàêèì-íèáóäü ïðåîáðàçîâàíèåì ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.
Ñåé÷àñ ìû ïîïðîáóåì îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ρ, êîòîðàÿ äâóì òî÷êàì ïëîñêîñòè Ëîáà-
÷åâñêîãî ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî, ïðè÷åì ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü òåì
óñëîâèÿì, êîòîðûå åñòåñòâåííî îæèäàòü îò âñÿêîé ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ. Ïóñòü, äëÿ
íà÷àëà, òî÷êè A = (x, a) è B = (x, b) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, êîòîðàÿ â ìîäåëè H2

èçîáðàæàåòñÿ âåðòèêàëüíûì ëó÷îì. Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ρ(A, B) äîëæíî çàâèñåòü
îò x, a è b. Òðåáîâàíèÿ ê ρ:

• Èíâàðèàíòíîñòü. Åñëè îòðåçêè AB è A′B′ ðàâíû, òî õîòèì, ÷òîáû ρ(A, B) =
ρ(A′, B′). Ïîñêîëüêó â ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé âõîäÿò ãîðèçîíòàëüíûå ñäâèãè,
òî â âûðàæåíèå äëÿ ρ(A, B) íå äîëæíî âõîäèòü x. Íî òóäà âõîäÿò òàêæå è ãî-
ìîòåòèè ñ öåíòðàìè íà àáñîëþòå, ïîýòîìó ρ(A, B) = f( b

a
).

• Åñëè òî÷êà C ëåæèò íà îòðåçêå AB, òî õîòèì, ÷òîáû ρ(A, B) = ρ(A, C)+ρ(C, B).
Åñëè ïîëîæèòü ρ(A, B) = b

a
, òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ρ(A, B) = ρ(A, C) · ρ(C, B). Êàê

ïðåâðàòèòü óìíîæåíèå â ñëîæåíèå? Íóæíî âçÿòü ëîãàðèôì: ρ(A, B) = ln b
a
.

• Õîòèì, ÷òîáû ρ(A, B) = ρ(B, A), íî ïîêà ïîëó÷àåòñÿ òàê: ρ(A, B) = −ρ(B, A).
Ïîýòîìó íåìíîãî èçìåíèì ôîðìóëó: ρ(A, B) = | ln b

a
|.

• Òàêàÿ ôîðìóëà äëÿ ðàññòîÿíèÿ óäîâëåòâîðÿåò åùå äâóì åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì:

1) Ïîëîæèòåëüíîñòü: ρ(A, B) ≥ 0.

2) Òî÷å÷íîñòü: ρ(A, B) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = B.

26. Ïðîâåðèòü, ÷òî ââåäåííîå òàêèì îáðàçîì ðàññòîÿíèå ñîâïàäàåò ñî ¾ñâåòîâûì ðàñ-
ñòîÿíèåì¿, îïðåäåëåííûì â ïðåäûäóùåé òåìå.

Êàê îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå â îáùåì ñëó÷àå, ò.å. êîãäà òî÷êè A è B íå îáÿçàòåëüíî
ëåæàò íà îäíîì âåðòèêàëüíîì ëó÷å? Ïóñòü ïðÿìàÿ AB â ìîäåëè H2 îãðàíè÷åíà äâóìÿ
áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè òî÷êàìè X è Y òàê, ÷òî A ëåæèò ìåæäó X è B. Îïðåäåëèì

ρ(A, B) = | ln(ABXY )|,

ãäå
(z1z2z3z4) =

z3 − z1

z3 − z2

:
z4 − z1

z4 − z2

� äâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòûðåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (èëè ÷åòûðåõ òî÷åê ïëîñêîñòè).
Êàê èçâåñòíî èç êóðñà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, åñëè òî÷êè A, B, X, è Y ëåæàò íà îäíîé
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îáîáùåííîé îêðóæíîñòè è åñëè ýòè òî÷êè èìåþò òàêîé ïîðÿäîê, ÷òî A ëåæèò ìåæäó
X è B, òî

(ABXY ) =
XA

XB
:

Y A

Y B
> 0

Çàìåòèì, ÷òî åñëè òî÷êè A è B ëåæàò íà îäíîì âåðòèêàëüíîì ëó÷å, òî ìû ïîëó÷èëè
ñòàðóþ ôîðìóëó äëÿ ðàññòîÿíèÿ:

| ln(ABX∞)| =
∣∣∣ ln

b

a

∣∣∣
Çàìå÷àíèå. Ìû ìîãëè îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå è òàê: ρ(A, B) = c · | ln(ABXY )|, ãäå
c > 0.

Òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ ρ áóäåò èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïðåîáðàçî-
âàíèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, ïîòîìó ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ â âèäå êîìïîçèöèè ñèììåòðèé è îòîáðàæåíèé z 7→ 1

z
(ýòî äàæå ìîòèâàöèÿ ââåäåíèÿ

äâîéíîãî îòíîøåíèÿ äëÿ èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèé).

• 27. Ïðåäûäóùåå ïðåäëîæåíèå óòâåðæäàåò, ÷òî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè Ëî-
áà÷åâñêîãî ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå ρ�èçîìåòðèé. Äîêàçàòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå
ýòè äâå ãðóïïû ñîâïàäàþò.

28. Ïðîâåðèòü àääèòèâíîñòü, ñèììåòðè÷íîñòü è òî÷å÷íîñòü ρ.

• 29. Äîêàçàòü, ÷òî ρ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà: ρ(A, C) ≤ ρ(A, B) +
ρ(B, C).

30. Êàê íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè â ìîäåëÿõ P2 è K2?

7.2 Ðàçëè÷íûå ôîðìóëû äëÿ ðàññòîÿíèÿ

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ∠AY X = α, ∠BY X = β. Òîãäà

ρ(A, B) =
∣∣∣ ln

(tg α

tg β

)∣∣∣
Òåîðåìà 7. Ïóñòü A′ � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ A îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà, r = AB,
r′ = A′B. Òîãäà

ρ(A, B) = ln
r′ + r

r′ − r

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì ABX è A′BX
è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäûäóùåé ôîðìóëîé.

31. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò äâóõ äàííûõ ðàñõîäÿùèõñÿ
ïðÿìûõ, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé.

• 32. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ðàñõîäèòñÿ ñ îñíîâàíèåì òðåóãîëüíèêà
è ìåíüøå åãî ïîëîâèíû.

16



7.3 Ôóíêöèÿ Ëîáà÷åâñêîãî

Â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, â îòëè÷èå îò ãåîìåòðèè Åâêëèäà, ìåðû äëèí è óãëîâ ñâÿ-
çàíû ìåæäó ñîáîé.

Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ l è òî÷êó A, óäàëåííóþ îò l íà ðàññòîÿíèå x > 0. Òîãäà ñóùå-
ñòâóþò äâà ëó÷à l1 è l2, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç A è ïàðàëëåëüíûå l. Óãëîì ïàðàëëåëüíîñòè
Π(x) íàçûâàåòñÿ ïîëîâèíà âåëè÷èíû óãëà ìåæäó l1 è l2. Ôóíêöèÿ Π íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèåé Ëîáà÷åâñêîãî.

Òåîðåìà 8. Π(x) = 2 arctg e−x/2

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýòó òåîðåìó â ìîäåëè Êëåéíà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-
ñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì áîëüøîãî êðóãà. Ïóñòü ïåðïåíäèêóëÿð
AH ê ïðÿìîé l ïåðåñåêàåò àáñîëþò â òî÷êàõ X è Y . Â ñèëó òîãî, ÷òî âåëè÷èíû óã-
ëîâ, ïîä êîòîðûìè ïåðåñåêàþòñÿ äèàìåòðû â ìîäåëè Êëåéíà, ñîâïàäàþò ñ âåëè÷èíàìè
óãëîâ â ñìûñëå ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, èìååì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

x = | ln(AHXY )| = ln
1 + cos Π(x)

1− cos Π(x)
= ln ctg2 Π(x)

2
,

îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå.

33. Äîêàçàòü, ÷òî â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè íåëüçÿ
ïîäåëèòü îòðåçîê íà 3 ðàâíûå ÷àñòè.

7.4 Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òðèãîíîìåòðèÿ

Ïðÿìîé óãîë â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå, êàê îáû÷íî, áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé
C.

Òåîðåìà 9. Òåîðåìà Ïèôàãîðà äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà: ch c = ch a ch b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A = (0, k), B = (cos ϕ, sin ϕ), C = (0, 1). Òîãäà
ch a = 1

sin ϕ
, ch b = 1+k2

2k
è 1+k2

2k sin ϕ
.

34. Ïî÷åìó ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ïèôàãîðà?

Ëåììà 4. th a = sh b tg α

Òåîðåìà 10. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøå-
íèÿ (òåîðåìà ñèíóñîâ, ïåðâàÿ òåîðåìà êîñèíóñîâ, âòîðàÿ òåîðåìà êîñèíóñîâ):

sh a

sin α
=

sh b

sin β
=

sh c

sin γ

ch a = ch b ch c− sh b sh c cos α

cos α = − cos β cos γ + sin β sin γ ch a
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35. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

cos α = ch a sin β

sh c = sh a sin α

th a = th c cos β

ch c = ctg α ctg β

Êàêîé âèä îíè ïðèíèìàþò äëÿ ìàëûõ òðåóãîëüíèêîâ?

8 Êðèâûå

8.1 Îêðóæíîñòü

Îêðóæíîñòüþ, êàê è â ëþáîé äðóãîé ãåîìåòðèè, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàâ-
íîóäàëåííûõ îò äàííîé.

Òåîðåìà 11. Â ìîäåëè H2 îêðóæíîñòè èçîáðàæàþòñÿ åâêëèäîâûìè îêðóæíîñòÿ-
ìè, íå ïåðåñåêàþùèìè àáñîëþò.

36. Êàêèìè êðèâûìè èçîáðàæàþòñÿ îêðóæíîñòè â ìîäåëè Ïóàíêàðå â êðóãå? Â ìî-
äåëè Êëåéíà?

37. Âåðíî ëè, ÷òî âîêðóã âñÿêîãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü
1) â Åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè
2) â ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè
3) â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî?

38. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà è ðàäèóñ îêðóæíîñòè â ìîäåëè H2, çàäàâàåìîé óðàâ-
íåíèåì (x + 2)2 + (y − 3)2 = 4.

39. Ïîñòðîèòü êàñàòåëüíóþ ê äàííîé îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó.

40. Ïîñòðîèòü îáùóþ êàñàòåëüíóþ ê äâóì äàííûì îêðóæíîñòÿì.

8.2 Ýêâèäèñòàíòà

Ýêâèäèñòàíòîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò äàííîé ïðÿìîé è
ëåæàùèõ îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé â äàííîé ïîëóïëîñêîñòè. Â åâêëèäîâîé ãåîìåò-
ðèè ýêâèäèñòàíòû � ýòî ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå äàííîé, â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî,
îäíàêî, îíè äàþò íîâûé òèï êðèâûõ.

Óòâåðæäåíèå 3. Â ìîäåëè H2 äëÿ ëó÷à, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî àáñîëþòó è ïåðåñåêàþ-
ùèå åãî â òî÷êå O, ýêâèäèñòàíòàìè ÿâëÿþòñÿ ëó÷è, èñõîäÿùèå èç O, à äëÿ ïîëó-
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì íà àáñîëþòå � äóãîé îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùåé àáñîëþò
â òåõ æå òî÷êàõ.
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8.3 Ïó÷êè ïðÿìûõ è îðèöèêëû

Ñîáñòâåííûì ïó÷êîì íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ôèê-
ñèðîâàííóþ òî÷êó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ïó÷êà. Ïàðàëëåëüíûì ïó÷êîì íà-
çûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ ôèêñèðîâàííîìó ëó÷ó, êîòîðûé
íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì ëó÷îì ïó÷êà. Ðàñõîäÿùèìñÿ ïó÷êîì íàçûâàåòñÿ ñîâîêóï-
íîñòü âñåõ ïðÿìûõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
áàçîé ïó÷êà.

Òàêèì îáðàçîì, â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, ïî ñðàâíåíèþ ñ åâêëèäîâîé, âîçíèêàåò
íîâûé òèï ïó÷êà: ðàñõîäÿùèéñÿ.

Îðèöèêë � ýòî êðèâàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ âñå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíîãî ïó÷êà ïîä ïðÿ-
ìûì óãëîì. Â ãåîìåòðèè Åâêëèäà îðèöèêëàìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå. Êàêèìè êðèâûìè
èçîáðàæàþòñÿ îðèöèêëû â ìîäåëè Ïóàíêàðå?

Óòâåðæäåíèå 4. Â ìîäåëè H2 äëÿ ëó÷åé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ àáñîëþòó, îðèöèêëà-
ìè èçîáðàæàþòñÿ ïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûìè àáñîëþòó, à äëÿ ïîëóîêðóæíîñòåé ñ
öåíòðîì íà àáñîëþòå, ïàðàëëåëüíûìè â òî÷êå O � îêðóæíîñòÿìè, êàñàþùèìèñÿ
àáñîëþòà â òî÷êå O.

41. Êàêèìè êðèâûìè èçîáðàæàþòñÿ ýêâèäèñòàíòû è îðèöèêëû â ìîäåëè Ïóàíêàðå â
êðóãå? Â ìîäåëè Êëåéíà?

Áèññåêòîðîì äâóõ ïðÿìûõ íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïðÿìàÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ýòè
ïðÿìûå ñèììåòðè÷íû.

Òåîðåìà 12. Ëþáûå äâå ïðÿìûå èìåþò åäèíñòâåííûé áèññåêòîð è ïðèíàäëåæàò
âìåñòå ñ íèì îäíîìó ïó÷êó.

Òî÷êè äâóõ ïðÿìûõ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííûìè, åñëè îíè ñèììåòðè÷íû îò-
íîñèòåëüíî áèññåêòîðà ýòèõ ïðÿìûõ.

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè äâå òî÷êè äâóõ ëó÷åé ïó÷êà ñîîòâåòñòâóþò òðåòüåé òî÷êè
òîãî æå ïó÷êà, òî îíè ñîîòâåòñòâåííû è ìåæäó ñîáîé.

Ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïðåäåëèòü òðàåêòîðèþ ïó÷êà
êàê âñå òî÷êè, ñîîòâåòñòâåííûå äàííîé îòíîñèòåëüíî äàííîãî ïó÷êà. Â åâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè òðàåêòîðèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïó÷êà � ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âñåì ïðÿ-
ìûì ïó÷êà, à òðàåêòîðèÿ ñîáñòâåííîãî � îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â öåíòðå ïó÷êà. ×òî
â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî?

Óòâåðæäåíèå 6. Òðàåêòîðèè ïó÷êîâ:
1) Òðàåêòîðèÿ ñîáñòâåííîãî ïó÷êà � îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â öåíòðå ïó÷êà.
2) Òðàåêòîðèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïó÷êà � îðèöèêë ñ îñüþ, ñîâïàäàþùåé ñ îñüþ ïó÷êà.
3) Òðàåêòîðèÿ ðàñõîäÿùåãîñÿ ïó÷êà � ýêâèäèñòàíòà ñ áàçîé, ñîâïàäàþùåé ñ áàçîé

ïó÷êà.
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• 42. Ýêâèäèñòàíòà ñ âûñîòîé d ïåðåñåêàåò àáñîëþò ïîä óãëîì ϕ. Äîêàçàòü, ÷òî ϕ =
Π(d).

43. Òî÷êà C ïåðåìåùàåòñÿ ïî äóãå AB îêðóæíîñòè, ýêâèäèñòàíòû èëè îðèöèêëà.
Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ýòîì âåëè÷èíà α + β − γ íå èçìåíÿåòñÿ.
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