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1 Ââåäåíèå

1.1 Ýòî ïðåäëîæåíèå ëîæíî

1. Èñòèííî èëè ëîæíî ïðåäëîæåíèå

(1) ¾ýòî ïðåäëîæåíèå ëîæíî¿?

Ïðàâèëüíûé îòâåò â ïðåäûäóùåé çàäà÷å òàêîé: çàäà÷à íåêîððåêòíà! Ñ ÷åãî ìû
âçÿëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íåñêîëüêèõ áóêâ ðóññêîãî àëôàâèòà äîëæíà áûòü
èñòèííà èëè ëîæíà? Äà è ÷òî òàêîå èñòèíà? Íèêîãî æå íå óäèâèò, ÷òî íåâîçìîæíî
îïðåäåëèòü èñòèííîñòü ïðåäëîæåíèÿ

(2) ¾ïîóÃåí ëäâîäàâë áüûäÄÄùøåîü çäþþþãé¿

Êîíå÷íî, ýòî íèêîãî íå óäèâèò, ïîòîìó ÷òî ïðåäëîæåíèå (2) ñèíòàêñè÷åñêè íåïðà-
âèëüíî: â ðóññêîì ÿçûêå íåò ñëîâ ¾ïîóÃåí¿ è ¾ëäâîäàâë¿. Õîðîøî, à êàê òîãäà áûòü
ñ ïðåäëîæåíèåì

(3) ¾çåëåíûå èäåè ÿðîñòíî ñïàëè¿?

Ýòî ïðåäëîæåíèå óæå ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíîå: âõîäÿùèå â íåãî ñëîâà åñòü ñëîâà
ðóññêîãî ÿçûêà, ïðèëàãàòåëüíîå ¾çåëåíûå¿ ñîãëàñîâàíî ñ ñóùåñòâèòåëüíûì ¾èäåè¿ è
ò.ä.. Íî ïðèäàòü åìó ñìûñë è êàêîå-òî èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå íå ïîëó÷àåòñÿ, ïîòîìó
÷òî èäåè íå ìîãóò áûòü çåëåíûìè, íå ìîãóò ñïàòü è ïîòîìó ÷òî íåëüçÿ ñïàòü ÿðîñòíî.
Ëàäíî, ìîæíî ïîïûòàòüñÿ çàïðåòèòü ïðèìåíÿòü ê ñëîâó ¾èäåÿ¿ òàêèå ïðèëàãàòåëüíûå
êàê ¾çåëåíàÿ¿ èëè ¾äåðåâÿííàÿ¿ è ðàçðåøèòü ïðèìåíÿòü òàêèå ïðèëàãàòåëüíûå êàê
¾ðåâîëþöèîííàÿ¿ èëè ¾÷óæàÿ¿. Íî ñèëüíî ëè ýòî ïîìîæåò? Íàïðèìåð, èñòèííî èëè
ëîæíî ïðåäëîæåíèå

(4) ¾áåëàÿ êîøêà ñèäèò íà ïîäîêîííèêå¿?

À êàêàÿ èìåííî êîøêà èìååòñÿ â âèäó? Íàâåðíÿêà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè õîòÿ
áû îäíà áåëàÿ êîøêà ñèäèò íà êàêîì-òî ïîäîêîííèêå. Âïðî÷åì, îíà âðÿä ëè èäåàëüíî
áåëàÿ. Èëè ðå÷ü øëà òîëüêî î ïîäîêîííèêàõ â ýòîé êîìíàòå?

Ìîæíî, êîíå÷íî, åùå äîáàâëÿòü ê ïðåäëîæåíèÿì êîíòåêñò, ïðîÿñíÿþùèé äåòàëè.
Íî, ÿ äóìàþ, èç ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ óæå ïîíÿòíî, ÷òî ïðåäëîæåíèå ñîâåðøåííî
íå îáÿçàòåëüíî äîëæíî èìåòü êàêîé-ëèáî ñìûñë èëè èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå. Ïðåäëî-
æåíèå � ýòî âñåãî ëèøü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ íåêîòîðîãî àëôàâèòà, óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ íåêîòîðûì ñèíòàêñè÷åñêèì ïðàâèëàì.

Îäíàêî çäåñü ìîæíî ïîéòè ñëèøêîì äàëåêî: ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñìûñë è èñòèíà
� ýòî èëëþçèè, è âñå, ñ ÷åì ìû èìååì äåëî � ýòî âñåãî ëèøü íàáîð áóêâ. Íî òàêîé
ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì. Ïîòîìó ÷òî åñëè êòî-òî ãîâîðèò, ÷òî èñòèíà � ýòî
èëëþçèÿ, òî îí ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîëæåí ñ÷èòàòü ïðåäëîæåíèå

(5) ¾èñòèíà � ýòî èëëþçèÿ¿
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èñòèííûì. ×òî ïðîòèâîðå÷èò ñàìîìó ïðåäëîæåíèþ (5). Ïîýòîìó äàâàéòå áóäåì îòíî-
ñèòüñÿ ê ïðåäëîæåíèÿì àïðèîðè òîëüêî êàê ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ, íî ïîìíèòü,
÷òî ïîëíîñòüþ îòêàçûâàòüñÿ îò ïîíÿòèé ñìûñëà è èñòèíû íåëüçÿ. Åñëè ó íàñ ïîëó-
÷èëîñü ïðèäàòü êàêîé-òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ ñìûñë, òî íàì î÷åíü ïîâåçëî.

Ýòà æå ïðîáëåìà åñòü îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ýìåðäæåíòíîãî ìàòåðèàëèçìà. Ñîãëàñ-
íî ýìåðäæåíòíîìó ìàòåðèàëèçìó, ìèð ñîñòîèò èç íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ êîìïî-
íåíò (àòîìîâ, ÷àñòèö, ïîëåé � íåâàæíî), äâèæóùèõñÿ è âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñîãëàñíî
êàêèì-òî çàêîíàì (âîçìîæíî, âåðîÿòíîñòíûì èëè íåèçâåñòíûì íàì), êîòîðûå â ïðèí-
öèïå ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû ýêñïåðèìåíòîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìèð ñîñòîèò òîëüêî èç
÷àñòèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ çàêîíàì, êîòîðûå ìîæåò ïðîâåðèòü âíåøíèé ïî îòíîøåíèþ
ê ñèñòåìå íàáëþäàòåëü. Ýòè ÷àñòèöû ñïîñîáíû ïîðîæäàòü î÷åíü ñëîæíûå ñòðóêòó-
ðû, â òîì ÷èñëå òêàíè æèâûõ ñóùåñòâ è ÷åëîâå÷åñêèé ìîçã. Òàêèì îáðàçîì, ðàáîòó
ìîçãà ìîæíî ïîëíîñòüþ ñâåñòè ê çàêîíàì âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.
Âñå ìûñëè ëþäåé � ýòî âñåãî ëèøü íåîáû÷àéíî ñëîæíûå ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â
èõ ìîçãå. Íî íà óðîâíå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö íåò ìåñòà èñòèííîñòè. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
íàøå ñâîéñòâî ñ÷èòàòü íåêîòîðûå ïðåäëîæåíèÿ èñòèííûìè � ýòî âñåãî ëèøü ïñèõîëî-
ãè÷åñêàÿ èëëþçèÿ. Ïðîáëåìà òàêîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òî æå îòíîñèòñÿ
è ê ïðåäëîæåíèþ

(6) ¾íà ñàìîì äåëå âåðåí ýìåðäæåíòíûé ìàòåðèàëèçì¿

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ýìåðäæåíòíûé ìàòåðèàëèçì íåâîçìîæíî äàæå êîððåêòíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü.

Âåðíåìñÿ ê ïàðàäîêñó ëæåöà. Ìû òîëüêî ÷òî âûÿñíèëè, ÷òî ïðåäëîæåíèå ¾ýòî
ïðåäëîæåíèå ëîæíî¿ íå áîëåå ïðîòèâîðå÷èâî, ÷åì ïðåäëîæåíèå ¾ïîóÃåí ëäâîäàâë
áüûäÄÄùøåîü çäþþþãé¿. Ìèð íå êîí÷èòñÿ, åñëè íà ëèñòêå áóìàãè íàïèñàòü ¾ýòî
ïðåäëîæåíèå ëîæíî¿. Ïî÷åìó æå (1) êàæåòñÿ áîëåå ïàðàäîêñàëüíûì, ÷åì (2)? Äåëî â
òîì, ÷òî, êîãäà ìû ÷èòàåì (1), íàì êàæåòñÿ, ÷òî íè÷òî íå ìåøàåò ýòîìó ïðåäëîæåíèþ
èìåòü èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå: îíî ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíîå, ñëîâà ñîãëàñîâàíû äðóã
ñ äðóãîì è óïîòðåáëåíû âåðíî.

Ñîâåðøåííî îòäåëüíûé è îòêðûòûé âîïðîñ � êàêèì óñëîâèÿì äîëæíî óäîâëå-
òâîðÿòü ïðåäëîæåíèå, ÷òîáû åìó ãàðàíòèðîâàííî ìîæíî áûëî ïðèäàòü èñòèííîñòíîå
çíà÷åíèå? Ïîêà ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðè÷èíîé áåññìûñëåííîñòè íåêîòîðîãî ïðåäëî-
æåíèÿ ìîæåò áûòü åãî ñâîéñòâî ññûëàòüñÿ íà ñåáÿ æå. Ïðåäëîæåíèå (1), íàïðèìåð,
ññûëàåòñÿ ñàìî íà ñåáÿ, ÷òî îñîáåííî çàìåòíî, åñëè åãî ïåðåïèñàòü â âèäå

A = ¾A ëîæíî¿

1.2 Èñòèíà è ÿçûê

Åñëè ìû õîòèì èñïîëüçîâàòü ìàòåìàòèêó äëÿ ïîíèìàíèÿ ôåíîìåíîâ èñòèííîñòè è
ñìûñëà, òî íàì íóæíî ïðèäóìàòü íåêîòîðûé ôîðìàëüíûé ÿçûê. Ðóññêèé ÿçûê íå
ôîðìàëèçîâàí è ñëèøêîì ñëîæåí äëÿ ýòîé öåëè. Ïðî ìàòåìàòè÷åñêè ôîðìàëüíûé
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ÿçûê ìîæíî áóäåò äàæå ïîïðîáîâàòü äîêàçàòü êàêèå-íèáóäü òåîðåìû! Ïîëíîñòüþ òà-
êîé ôîðìàëüíûé ÿçûê ìû îïèøåì íåñêîëüêî ïîçäíåå, à ïîêà ïðîñòî ïðèâåäåì ïðè-
ìåðû ïðåäëîæåíèé íà íåì:

(A) ¾∀n
(
(2|n) ∧ (n 6= 2) → ∃k∃l(k � ïðîñòîå) ∧ (l � ïðîñòîå) ∧ (n = k + l)

)
¿

(B) ¾∀m∀n(m+ n = n+m)¿

(C) ¾∃n
(
n > 10 ∧ ∀m∀k

(
(m− 3)k = n

))
¿

Ýòî, êîíå÷íî, áûëè ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíûå ïðåäëîæåíèÿ. Ïðèìåð ñèíòàêñè÷åñêè
íåïðàâèëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ ïðèâåñòè òîæå ïðîñòî:

(D) ¾+ n))∀ = m(·∃lm(((26¿

Íî! Óäèâèòåëüíàÿ âåùü! Êàæäîìó ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíîìó (è çàìêíóòîìó)
ïðåäëîæåíèþ (X) íà ýòîì ÿçûêå ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü íåêîòîðîå èñòèííîñòíîå çíà-
÷åíèå! À èìåííî, ïóñòü ¾∃n¿ îçíà÷àåò ¾ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî¿,
¾∀n¿ îçíà÷àåò ¾äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå¿, n+m îçíà÷àåò
ñóììó äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è m è ò.ä.. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ (X) ìû ïîëó÷à-
åì íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. À îíî ëèáî èñòèííî, ëèáî ëîæíî!
Íàïðèìåð, ïðåäëîæåíèå (C) ëîæíî, ïðåäëîæåíèå (B) èñòèííî, à ïðåäëîæåíèå (A)
ëèáî èñòèííî, ëèáî ëîæíî, íî êîíêðåòíî íàì íåèçâåñòíî, êàêîé èç ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ
âûïîëíÿåòñÿ (ïðåäëîæåíèå (A) íàçûâàåòñÿ ãèïîòåçîé Ãîëüäáàõà).

Ðàçáåðåìñÿ, â ÷åì çäåñü îòëè÷èå îò ðóññêîãî ÿçûêà. Êîíå÷íî, íà íàøåì ôîðìàëü-
íîì ÿçûêå óæå íå ñôîðìóëèðóåøü ÷òî-íèáóäü òèïà ¾èñòèíà � ýòî èëëþçèÿ¿ èëè ¾ýòî
ïðåäëîæåíèå ëîæíî¿! Îí î÷åíü áåäåí ïî ñðàâíåíèþ ñ ðóññêèì. Íà íåì ôîðìóëèðó-
þòñÿ ðàçâå ÷òî íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Íî ýòî åùå íå âñå!
Íàïðèìåð, ïðåäëîæåíèå

(4) ¾áåëàÿ êîøêà ñèäèò íà ïîäîêîííèêå¿

íå ññûëàåòñÿ ñàìî íà ñåáÿ è ãîâîðèò î ñîâåðøåííî íå àáñòðàêòíûõ âåùàõ òèïà êîøêè
è ïîäîêîííèêà. Íî ïðèäàòü åìó èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå íå ïîëó÷àåòñÿ. Òî÷íåå, äëÿ
òîãî, ÷òîáû ñêàçàòü, èñòèííî (4) èëè ëîæíî, íàì åùå íåîáõîäèì ÷åëîâåê, êîòîðûé
êàê-òî èíòåðïðåòèðóåò ýòî ïðåäëîæåíèå. Êîòîðûé áóäåò çíàòü, î êàêîé èìåííî áåëîé
êîøêå èäåò ðå÷ü, ÷åì îòëè÷àåòñÿ ¾ñèäåòü¿ îò ¾ëåæàòü¿ è êàêèìè ïîäîêîííèêàìè
ñëåäóåò îãðàíè÷èòüñÿ. À ïðåäëîæåíèÿ òèïà (A), (B), (C) èñòèííû èëè ëîæíû âíå
çàâèñèìîñòè îò êîãî áû òî íè áûëî! Èëè âñå-òàêè íåò?

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì Ãåäåëÿ íàì íåîáõîäèìî ïðèíÿòü äâà
¾ìåòàôèçè÷åñêèõ¿ ïðåäïîëîæåíèÿ:

1. Ïðåäëîæåíèÿì íàñòîÿùåãî òåêñòà (íàïèñàííûì íà ðóññêîì ÿçûêå) ìîæíî ïðè-
äàòü êàêîé-òî ñìûñë. Ìîæåò áûòü, íå âñåì. Ìîæåò áûòü, ðàçíûé äëÿ ðàçíûõ
ëþäåé. Íî äëÿ ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ãåäåëÿ íåëüçÿ îòíî-
ñèòüñÿ ê íàñòîÿùåìó òåêñòó òîëüêî êàê ê êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ.
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×òîáû íå ïóòàòü ïðåäëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ôîðìàëüíîãî ÿçûêà ñ ïðåäëî-
æåíèÿìè ìåòàÿçûêà, ìû ïîñòîÿííî áóäåì èñïîëüçîâàòü êàâû÷êè.

2. Ïðåäëîæåíèÿì òèïà (A), (B), (C) (ò.å. çàìêíóòûì ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíûì
ïðåäëîæåíèÿì íà ôîðìàëüíîì ÿçûêå àðèôìåòèêè) îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò
íåêîòîðûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì ýòî ñîîòâåòñòâèå íå çàâèñèò îò êîí-
êðåòíîãî ÷åëîâåêà. Äîãîâîðèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî íàòóðàëüíûå ÷èñëà ñóùåñòâóþò
ðåàëüíî (â êàêîì-òî ñìûñëå) è îäíè è òå æå äëÿ âñåõ ëþäåé. Äîãîâîðèìñÿ, ÷òî
íå ìîæåò áûòü òàêîãî, ÷òî äëÿ îäíîãî ÷åëîâåêà ãèïîòåçà Ãîëüäáàõà âåðíà, äëÿ
äðóãîãî � íåò, à äëÿ òðåòüåãî ó íåå íåò èñòèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåì Ãåäåëÿ íåîáõîäèìî áûòü íåìíîãî
ïëàòîíèñòîì (õîòÿ ïðàêòè÷åñêè âñå åå äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî, íàïðè-
ìåð, â àêñèîìàòèêå Ïåàíî � ïîäðîáíåå îá ýòîì äàëüøå).

Èòàê, êàæäîìó ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíîìó ïðåäëîæåíèþ (X) íà ôîðìàëüíîì
ÿçûêå ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå T (X), ðàâíîå 0 èëè 1. Îäíàêî
ýòî ñîîòâåòñòâèå êàêîå-òî òóìàííîå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ T (X) ìû ïðèâëåêàåì êàêèå-òî
ìåòàôèçè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ òèïà ñóùåñòâîâàíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Íåëüçÿ ëè ñäå-
ëàòü ñîîòâåòñòâèå (X) 7→ T (X) áîëåå ÿñíûì? Ïîïûòêè ïðèäàòü ýòîìó ñîîòâåòñòâèþ
áîëåå ÿñíûé ñìûñë, è ¾ñõâàòèòü¿, òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå èñòèííîñòè ñèíòàêñè÷åñêè-
ìè ñðåäñòâàìè ïðèâåëè ê ñëåäóþùèì òðåì ïðîãðàììàì äåéñòâèé:

1. Î ðåàëèçàöèè ñàìîé ñìåëîé èç ýòèõ ïðîãðàìì ìå÷òàëè åùå Äåêàðò è Ëåéáíèö
â XVII âåêå. Äàâàéòå íàéäåì íåêîòîðóþ óíèâåðñàëüíóþ ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ ïî
ïðåäëîæåíèþ (X) áóäåò ãîâîðèòü íàì, èñòèííî îíî èëè ëîæíî! Äðóãèìè ñëî-
âàìè, äàâàéòå íàïèøåì êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó, êîòîðàÿ íà âõîä áóäåò ïðè-
íèìàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ (X), à íà âûõîäå âîçâðàùàòü T (X). Åñëè
ýòî ïîëó÷èòñÿ, òî ìàòåìàòèêè áîëüøå áóäóò íå íóæíû (ïî êðàéíåé ìåðå òå, ÷òî
çàíèìàþòñÿ îïðåäåëåíèåì èñòèííîñòè óòâåðæäåíèé î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ).

2. Åñëè âñå-òàêè àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ èñòèííîñòè ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì íàéòè
íå óäàñòñÿ, òî ìîæíî ïîñòàâèòü áîëåå äîñòèæèìóþ öåëü. Êàê èçâåñòíî, èñòèí-
íîñòü óòâåðæäåíèé ìàòåìàòèêè îïðåäåëÿþò ñ ïîìîùüþ äîêàçàòåëüñòâ. Äàâàéòå
íàéäåì òàêîå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå äîêàçàòåëüñòâà (èëè òàêóþ ñèñòåìó àêñè-
îì), äëÿ êîòîðîé âñå èñòèííûå óòâåðæäåíèÿ î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ìîãóò áûòü
äîêàçàíû!

3. Åñëè æå è ïðåäûäóùàÿ ïðîãðàììà ïîòåðïèò íåóäà÷ó, òî ìîæíî ïîñòóïèòü åùå
ëó÷øå. Õîðîøî, âñå èñòèííûå ïðåäëîæåíèÿ äîêàçàòü íå ïîëó÷àåòñÿ. Äàâàéòå
òîãäà âîîáùå îòêàæåìñÿ îò ïîíÿòèÿ èñòèííîñòè ïðåäëîæåíèé î íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ! Áóäåì ðàáîòàòü òîëüêî ñ ïîíÿòèåì äîêàçóåìîñòè. Ïðàâäà, âîçíèêàåò
îäíà ïðîáëåìà: åñëè íàøà ñèñòåìà àêñèîì ïðîòèâîðå÷èâà, òî âñå óòâåðæäåíèÿ
áóäóò â íåé äîêàçóåìû. Íå áåäà. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñèñòåìû àêñèîì ìû òîæå
äîêàæåì, âåäü ýòî îáû÷íàÿ êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷êà! Åñëè ýòî ïîëó÷èòñÿ òî ïðî
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ïîíÿòèå èñòèííîñòè ìîæíî áóäåò çàáûòü âîîáùå, è îñòàâèòü òîëüêî ïîíÿòèå
äîêàçóåìîñòè!

Ñëåäóÿ èäåÿì ìàòåìàòèêîâ XX âåêà (Ãåäåëÿ, Òüþðèíãà, Òàðñêîãî è äðóãèõ), ìû
äîêàæåì (!), ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ ïðîãðàìì îáðå÷åíà íà ïðîâàë.

1.3 Ïàðàäîêñîâ íåò!

2. Â íåêîòîðîì öàðñòâå áðàäîáðåþ ïðèêàçàëè áðèòü òåõ è òîëüêî òåõ, êòî íå áðååòñÿ
ñàì. Åñòü ëè â ýòîé èñòîðèè ëîãè÷åñêîå ïðîòèâîðå÷èå?

Ðåøåíèå: î÷åâèäíî íåò, ò.ê. íè÷òî íå ìåøàåò îòäàòü òàêîé ïðèêàç. Î÷åâèäíî òàê-
æå, ÷òî ýòîò êîíêðåòíûé ïðèêàç èñïîëíèòü íåâîçìîæíî (òàêèå ñëó÷àè � íå ðåäêîñòü
â ðåàëüíûõ áþðîêðàòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè-
êàç êîððåêòåí, òî êàæäûé èç äâóõ ñëó÷àåâ ¾áðàäîáðåé áðååò ñåáÿ ñàì¿ è ¾áðàäîáðåé
íå áðååò ñåáÿ ñàì¿ ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïàðàäîêñàëüíîñòü æå ñèòóàöèè çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðèêàç êàæåòñÿ äàæå åñòåñòâåííûì: åñòåñòâåííî ïðèêàçàòü ïîáðèòü
èìåííî òåõ, êòî íå áðååòñÿ ñàì.

Ïàðàäîêñ áðàäîáðåÿ òåñíî ñâÿçàí ñ ïàðàäîêñîì Ðàññåëà íàèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ.
Ðàññåë ïðåäëàãàåò íàçûâàòü ìíîæåñòâî õîðîøèì, åñëè îíî íå ñîäåðæèò ñåáÿ â êà÷å-
ñòâå ýëåìåíòà. Ðàññìîòðèì òîãäà ìíîæåñòâî õîðîøèõ ìíîæåñòâ. Ýòî ìíîæåñòâî õî-
ðîøåå èëè íåò? Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé âàðèàíò îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ïðèâîäèò
ê ïðîòèâîðå÷èþ. Èíòåðåñíîå îòëè÷èå ýòîãî ïàðàäîêñà îò ïàðàäîêñà áðàäîáðåÿ çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çäåñü íåò íèêàêèõ ¾ïðåäëîæåíèé¿, ¾ñêàçàë¿, ¾ïðèêàçàë¿ è ò.ä..
Òî÷íåå, ñèíòàêñè÷åñêèå êîíñòðóêöèè çäåñü èñïîëüçóþòñÿ íåÿâíî: íå ïîëó÷àåòñÿ ïðè-
äàòü êàêîé-ëèáî ñìûñë ñòðîêå ¾ìíîæåñòâî õîðîøèõ ìíîæåñòâ¿. Â îòëè÷èå ïàðàäîêñà
Áðàäîáðåÿ, èç êîòîðîãî íå âûòåêàåò íèêàêèõ ñëåäñòâèé, ïàðàäîêñ Ðàññåëà ïîñòàâèë
êðåñò íà íàèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ.

3. Íåêîòîðûå ïðåäëîæåíèÿ íà ðóññêîì ÿçûêå îïèñûâàþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Íàïðè-
ìåð: ¾ìèëëèîí¿, ¾ñòî òðèäöàòü ñåìü¿, ¾íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå
â âèäå ñóììû äâóõ êóáîâ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè¿. Äàâàéòå îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî
ïðåäëîæåíèÿìè, äëèíà êîòîðûõ ìåíüøå 100 ñèìâîëîâ. Òàêèõ ïðåäëîæåíèé êîíå÷íîå
÷èñëî, ïîýòîìó ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå íåëüçÿ îïèñàòü ïðåäëîæåíè-
ÿìè êîðî÷å 100 ñèìâîëîâ, íåïóñòî. Ðàññìîòðèì òîãäà íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
êîòîðîå íåëüçÿ îïèñàòü ïðåäëîæåíèåì êîðî÷å 100 ñèìâîëîâ. Íî âåäü ìû òîëüêî ÷òî
åãî îïèñàëè ñëåäóþùèì ïðåäëîæåíèåì:

¾íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå íåëüçÿ
îïèñàòü ïðåäëîæåíèåì êîðî÷å 100 ñèìâîëîâ¿!

Îáúÿñíèòå âîçíèêøåå ïðîòèâîðå÷èå.
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Ðåøåíèå: Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòðîãî îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íàòóðàëüíûìè
÷èñëàìè è èõ îïèñàíèÿìè, íåîáõîäèìî ôèêñèðîâàòü êàêîé-òî êîíêðåòíûé ôîðìàëü-
íûé ÿçûê L (ÿâëÿþùèéñÿ íåêîòîðûì ôîðìàëèçîâàííûì îãðàíè÷åíèåì ðóññêîãî ÿçû-
êà). Ïðåäëîæåíèå

¾íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå íåëüçÿ
îïèñàòü ïðåäëîæåíèåì íà ÿçûêå L êîðî÷å 100 ñèìâîëîâ¿

íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåíèåì íà ÿçûêå L. Ïîýòîìó íèêàêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ çäåñü íåò.
4. Îäíàæäû ó÷èòåëü îáúÿâèë ó÷åíèêàì, ÷òî íà ñëåäóþùåé íåäåëå îí ïðîâåäåò êîí-
òðîëüíóþ ðàáîòó. Ïðè ýòîì íàêàíóíå êîíòðîëüíîé îíè íå áóäóò çíàòü òî÷íî, ÷òî
êîíòðîëüíàÿ çàâòðà (óðîêè ïðîõîäÿò êàæäûé äåíü ñ ïîíåäåëüíèêà ïî ïÿòíèöó). ßñ-
íî, ÷òî â ïÿòíèöó êîíòðîëüíîé áûòü íå ìîæåò: òîãäà â ÷åòâåðã âå÷åðîì øêîëüíèêè
òî÷íî áóäóò çíàòü, ÷òî êîíòðîëüíàÿ çàâòðà. Íî òîãäà â ñðåäó âå÷åðîì îíè òî÷íî áóäóò
çíàòü, ÷òî êîíòðîëüíàÿ â ÷åòâåðã, âåäü â ïÿòíèöó åå áûòü íå ìîæåò. Çíà÷èò, è â ÷åòâåðã
íå ìîæåò áûòü êîíòðîëüíîé. . . Ñëîâîì, ó÷åíèêè ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî êîíòðîëüíîé
âîîáùå íå áóäåò, è óñïîêîèëèñü. À êîíòðîëüíàÿ ïðîèçîøëà â ñðåäó. Îáúÿñíèòå ýòîò
ïàðàäîêñ.

5. Ïëåìÿ ëþäîåäîâ ïîéìàëî Ðîáèíçîíà Êðóçî. Âîæäü ñêàçàë: ¾Ìû áû ðàäû òåáÿ
îòïóñòèòü, íî ïî íàøåìó çàêîíó òû äîëæåí ïðîèçíåñòè êàêîå-íèáóäü ïðåäëîæåíèå.
Åñëè îíî îêàæåòñÿ èñòèííûì, ìû òåáÿ ñúåäèì. Åñëè îíî îêàæåòñÿ ëîæíûì, òåáÿ
ñúåñò íàø ëåâ¿. ×òî íóæíî ñêàçàòü Ðîáèíçîíó, ÷òîáû íå áûòü ñúåäåííûì?

Êîììåíòàðèé. Óñëîâèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïîíèìàòü ïî-ðàçíîìó. Îäèí âàðèàíò:
Ðîáèíçîíó íóæíî ïðîèçíåñòè ïðåäëîæåíèå, ïðèäàòü èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå êîòîðîìó
ëþäîåäû íå ñìîãóò. Â ýòîì ñëó÷àå åìó íå îáÿçàòåëüíî ãîâîðèòü ¾ìåíÿ ñúåñò ëåâ¿.
Ìîæíî ñêàçàòü ÷òî-íèáóäü âðîäå ¾Ó!¿, èëè ¾çåëåíûå èäåè ÿðîñòíî ñïàëè¿, èëè äàæå
¾áåëàÿ êîøêà ñèäèò íà ïîäîêîííèêå¿. Êîíòèíóóì-ãèïîòåçà áû òîæå ñðàáîòàëà. Äðóãîé
âàðèàíò ïîíèìàíèÿ óñëîâèÿ: Ðîáèíçîíó íóæíî ðàñøèðèòü ñèñòåìó àêñèîì àáîðèãåíîâ
äî ïðîòèâîðå÷èâîé. Î ñèñòåìàõ àêñèîì ìû áóäåì ãîâîðèòü ïîçæå.

1.4 Ñòðàøíûå ÷èñëà

Öåëü íàñòîÿùåãî ðàçäåëà � ïîìî÷ü ñëóøàòåëÿì îñâîèòüñÿ ñ ïîíÿòèåì ñ÷åòíîñòè.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñëîâ â êîíå÷íîì àëôàâèòå ñ÷åòíî.

Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëî x ∈ R íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì
A, ïîñëåäîâàòåëüíî âûâîäÿùèé âñå öèôðû ÷èñëà x ïîñëå çàïÿòîé.

Ýòî îïðåäåëåíèå ññûëàåòñÿ íà íåîïðåäåëåííîå ïîêà ïîíÿòèå àëãîðèòìà. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî àëãîðèòì � ýòî âñåãî ëèøü ïðîãðàììà íà êàêîì-íèáóäü ôèêñèðîâàííîì
ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íàïðèìåð íà Ñè.

Î÷åâèäíî, âñå öåëûå ÷èñëà âû÷èñëèìû, ïîòîìó ÷òî àëãîðèòìó äîñòàòî÷íî ïðîñòî
âûâîäèòü íóëè. Íàïðèìåð, ñëåäóþùèé àëãîðèòì âûâîäèò âñå öèôðû ÷èñëà 19:
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void main () {

Write ( '1' );

Write ( '9' );

Write ( ',' );

while ( true ) Write ( '0' );

}

Âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà òîæå âû÷èñëèìû, ò.ê. îíè ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèì
äåñÿòè÷íûì äðîáÿì, à ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëåãêî âûâîäèòü èñïîëüçóÿ
òó æå êîíñòðóêöèþ while. Âñå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà âû÷èñëèìû, ò.ê. ñóùåñòâóþò ìå-
òîäû, íàõîäÿùèå äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñî ñêîëü óãîäíî
áîëüøîé òî÷íîñòüþ. ×èñëî π òîæå âû÷èñëèìî, ò.ê. îíî ïðèáëèæàåòñÿ ðàöèîíàëüíûìè
÷èñëàìè âèäà

sn = 4

(
1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ . . .+ (−1)n+1 1

2n− 1

)
, |π − sn| <

4

n

Àíàëîãè÷íî, âû÷èñëèìî ÷èñëî e, ïîòîìó ÷òî îíî ïðèáëèæàåòñÿ òàêèìè êîíå÷íûìè
ñóììàìè:

sn = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ . . .+

1

n!
, |e− sn| <

1

n!

Âû÷èñëèìû, íàïðèìåð, è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òèïà x2 = sinx � äëÿ íèõ òîæå àëãîðèò-
ìû, äàþùèå ðåøåíèÿ ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ. . .Ìîæåò
áûòü, âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà âû÷èñëèìû?

7. Ñóùåñòâóåò ëè õîòü îäíî íåâû÷èñëèìîå ÷èñëî?

Ðåøåíèå: âû÷èñëèìûõ ÷èñåë íå áîëüøå, ÷åì ïðîãðàìì íà ÿçûêå Ñè. À ìíîæåñòâî
ïðîãðàìì ñ÷åòíî (ò.ê. ïðîãðàììà � ýòî êîíå÷íûé òåêñò â êîíå÷íîì àëôàâèòå). Ïîýòî-
ìó ìíîæåñòâî âû÷èñëèìûõ ÷èñåë ñ÷åòíî. Ìíîæåñòâî æå âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
íåñ÷åòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, íåâû÷èñëèìûå ÷èñëà ñóùåñòâóþò! Áîëåå òîãî, èõ ãîðàçäî
áîëüøå ÷åì âû÷èñëèìûõ! Íî ïî÷åìó-òî ïðèìåð êîíêðåòíîãî íåâû÷èñëèìîãî ÷èñëà
ïðèâåñòè íå ïîëó÷àåòñÿ!

8. ×èñëî x ∈ R íàçûâàåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî ìíîãî-
÷ëåíà P ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ êîòîðîãî P (x) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî
ñóùåñòâóþò òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.

Êàíòîð ïðèäóìàë äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë, îñíîâàí-
íîå íà ñîîáðàæåíèÿõ ìîùíîñòè, õîòü è ðàíüøå, ÷åì áûëà äîêàçàíà òðàíñöåíäåíòíîñòü
÷èñåë π è e, íî ïîçæå, ÷åì áûëè èçâåñòíû êîíêðåòíûå ïðèìåðû òðàíñöåíäåíòíûõ ÷è-
ñåë. Â òî âðåìÿ åãî äîêàçàòåëüñòâî áûëî âîñïðèíÿòî êàê êàêîé-òî ôîêóñ.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî.

Ðåøåíèå: Q ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ ñëîâ â àëôàâèòå

{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, /}
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(òî÷íåå, Q òóäà âêëàäûâàåòñÿ). À ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñëîâ â ëþáîì êîíå÷íîì àëôà-
âèòå ñ÷åòíî. Ïîýòîìó Q ñ÷åòíî.

2 ×åãî íå ìîãóò êîìïüþòåðû

2.1 Àëãîðèòìè÷åñêàÿ íåðàçðåøèìîñòü

Â øêîëå âû ðåøàëè êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ. Êàê ðåøèòü óðàâíåíèå x2−5x+6 = 0? Èç-
âåñòíî, êàê: íóæíî ïîäñòàâèòü ÷èñëà a = 1, b = −5, c = 6 â ôîðìóëó 1

2a
(−b±

√
b2 − 4ac).

À êàê ðåøèòü óðàâíåíèå |x + 2| + |x− 1| = 3? Äëÿ òàêèõ çàäà÷ òîæå èçâåñòåí îáùèé
àëãîðèòì: íóæíî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè x < −2, −2 6 x < 1, 1 6 x è äëÿ êàæäîãî èç
ýòèõ ñëó÷àåâ ðåøàòü ïîëó÷àþùååñÿ ëèíåéíîå óðàâíåíèå. Âî ìíîãèõ òåêñòîâûõ çàäà-
÷àõ, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ íà ñìåñè, òîæå íåò øàíñîâ íå äîãàäàòüñÿ äî ðåøåíèÿ, åñëè
âàì èçâåñòåí àëãîðèòì: ïî òåêñòó çàäà÷è ñîâåðøåííî ìåõàíè÷åñêè ñîñòàâëÿåòñÿ ñèñòå-
ìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, à ñèñòåìû ëèíåéíûõ óæå ðåøàþòñÿ èçâåñòíûì àëãîðèòìîì.

Ìîæåò áûòü, âñå çàäà÷è òàêèå? Ìîæåò áûòü, äëÿ êàæäîãî êëàññà çàäà÷ ñóùåñòâó-
åò àëãîðèòì, ñëåäóÿ êîòîðîìó ìîæíî ðåøèòü ëþáóþ çàäà÷ó èç ýòîãî êëàññà? Îïÿòü
æå, åñëè ìû õîòèì îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ òî÷íî, òî íåîáõîäèìî åãî ôîðìàëèçîâàòü.
Íàïðèìåð, ÷òî èìååòñÿ â âèäó ïîä àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé? Ðå-
øåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè � ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷èñëà. À êîìïüþòåðû â ïðèíöèïå íå óìåþò ðàáîòàòü ñ áåñêîíå÷íûìè
íåïåðèîäè÷åñêèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Èëè èìååòñÿ â âèäó ïðèáëèæåííûé àëãî-
ðèòì, âîçâðàùàþùèé ïðàâèëüíûé îòâåò ñ ïðîèçâîëüíîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ?
Èëè îòâåò ðàçðåøàåòñÿ äàòü â âèäå ñòðî÷êè ñèìâîëîâ, ñðåäè êîòîðûõ ìîæåò âñòðå-
òèòüñÿ çíàê êâàäðàòíîãî êîðíÿ?

Ïðèìåð íåôîðìàëèçîâàííîãî êëàññà çàäà÷: ¾Íà âõîä ïîäàåòñÿ òåêñò çàäà÷è ïî
ïëàíèìåòðèè, íàïèñàííûé íà ðóññêîì ÿçûêå. Ïðîãðàììà äîëæíà ðåøèòü ýòó çàäà÷ó¿.
Ýòîò ïðèìåð íå ãîäèòñÿ ñðàçó ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì: âî-ïåðâûõ, ðóññêèé ÿçûê �
ýòî íå ôîðìàëüíûé ÿçûê; âî-âòîðûõ, áåç äîïîëíèòåëüíûõ óòî÷íåíèé íå ïîíÿòíî, ÷òî
òàêîå ¾ðåøèòü¿.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ôîðìàëüíûõ êëàññîâ çàäà÷, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ íå âîç-
íèêàåò ñîìíåíèé â èõ àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè:

1. Ñîðòèðîâêà ìàññèâà öåëûõ ÷èñåë. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü ýòîãî êëàññà
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà, ïðèíèìàþùàÿ êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè öåëûõ ÷èñåë è âîçâðàùàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòàâëåííûå èç òåõ æå
÷èñåë, íî óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ.

2. Ïîèñê ïóòè â ãðàôå. Íà âõîä ïðîãðàììû ïîäàþòñÿ êîíå÷íûé ãðàô (çàêîäèðîâàí-
íûé êàêèì-òî îáðàçîì â âèäå ñòðî÷êè ñèìâîëîâ) è äâå åãî âåðøèíû, à âåðíóòü
îíà äîëæíà ïóòü â ãðàôå, ñîåäèíÿþùèé äâå ýòè âåðøèíû.
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3. Ðåøåíèå êóáèêà Ðóáèêà. Âõîä: ñîñòîÿíèå êóáèêà Ðóáèêà (èëè èãðû ¾15¿). Âûõîä:
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé, ïåðåâîäÿùàÿ êóáèê Ðóáèêà â ïðàâèëüíîå ñîñòîÿ-
íèå.

4. Ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Âõîä: íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Âûõîä: ðàçëîæå-
íèå ýòîãî ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

5. Âû÷èñëåíèå ðîäà. Âõîä: êîíå÷íûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Ïðîãðàììà äîëæ-
íà îïðåäåëèòü, ãîìåîìîðôíà ëè ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî êîìïëåêñà
äâóìåðíîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè, è â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íàéòè
ðîä ýòîé ïîâåðõíîñòè.

6. Ïðîâåðêà ñèíòàêñè÷åñêîé ïðàâèëüíîñòè. Íà âõîä ïðîãðàììû ïîäàåòñÿ ïðåäëî-
æåíèå íà ôîðìàëüíîì ÿçûêå àðèôìåòèêè. Ïðîãðàììà äîëæíà îïðåäåëèòü, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè ýòî ïðåäëîæåíèå ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíûì è çàìêíóòûì.

Êàê âû äóìàåòå, êàêàÿ èç ýòèõ çàäà÷ ñàìàÿ ïðîñòàÿ? Êîíå÷íî, ñóùåñòâóþò î÷åíü
êîðîòêèå àëãîðèòìû äëÿ (1) è (4), íî çàäà÷à (3) ïðèíöèïèàëüíî ïðîùå îñòàëüíûõ!
Ïîïðîáóåì ïðèäóìàòü ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì. Ïåðâîå, ÷òî ïðèõîäèò â ãîëîâó,
ýòî ñâåñòè (3) ê (2): äåéñòâèòåëüíî, ïîñòðîèì êîíå÷íûé ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî
áóäóò âñå âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ êóáèêà Ðóáèêà, è â êîòîðîì äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû
ðåáðîì, åñëè è òîëüêî åñëè îäíî èç ýòèõ ñîñòîÿíèé ìîæíî ïåðåâåñòè â äðóãîå ýëåìåí-
òàðíûì äâèæåíèåì êóáèêà. ßñíî, ÷òî àëãîðèòì, ñòðîÿùèé òàêîé ãðàô, áóäåò äàëåêî
íå îïòèìàëüíûì â ïëàíå èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè è âðåìåíè ðàáîòû, íî íàñ ñåé÷àñ íå
äîëæíû âîëíîâàòü ïîäîáíûå ìåëî÷è. Ãîðàçäî âàæíåå ñàì ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî
àëãîðèòìà. Ñóùåñòâóþò ãîðàçäî áîëåå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå ñïå-
öèôèêó êóáèêà Ðóáèêà. Íàïðèìåð, â èãðå ¾15¿, ëþáóþ òðàíñïîçèöèþ ôèøåê ëåãêî
ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè äâèæåíèé.

Íî äî ñèõ ïîð ìû äóìàëè êàê ïðîãðàììèñòû, à íå êàê ìàòåìàòèêè. Çàìåòèì, ÷òî
ñîñòîÿíèé ó êóáèêà Ðóáèêà ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî (õîòÿ è î÷åíü áîëüøîå). Çíà÷èò, ó
ïðîãðàììû ìîæåò áûòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âõîäîâ! À äëÿ êàæäîãî
èç ýòèõ âõîäîâ ìû ìîæåì ÿâíî óêàçàòü òðåáóåìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ
äâèæåíèé! Òàêèì îáðàçîì, ïðîãðàììà, ñîáèðàþùàÿ êóáèê Ðóáèêà, áóäåò âûãëÿäåòü
òàê:

int main ( int input ) {

if ( input == 1 ) return ...;

if ( input == 2 ) return ...;

...

if ( input == 43252003274489856000 ) return ...;

}

Ïåðåéäåì ê áîëåå èíòåðåñíûì ïðèìåðàì. Â 1900 ãîäó íà Ìåæäóíàðîäíîì ìàòå-
ìàòè÷åñêîì êîíãðåññå â Ïàðèæå Äàâèä Ãèëüáåðò ñôîðìóëèðîâàë 23 ìàòåìàòè÷åñêèå
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ïðîáëåìû, êîòîðûå, íà åãî âçãëÿä, ÿâëÿëèñü íàèáîëåå âàæíûìè äëÿ ìàòåìàòèêè íà-
÷èíàþùåãîñÿ XX ñòîëåòèÿ. Ïðîáëåìà ïîä íîìåðîì 10 çâó÷àëà òàê: íàéòè àëãîðèòì,
îïðåäåëÿþùèé, èìååò ëè äàííîå äèîôàíòîâî óðàâíåíèå õîòÿ áû îäíî öåëî÷èñëåííîå
ðåøåíèå. Äèîôàíòîâî óðàâíåíèå � ýòî àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ öåëûìè êîýôôè-
öèåíòàìè, ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð

m2 + n2 + l2 + 8k + 1 = 0

Ïîïðîáóåì ñåé÷àñ ïîñòðîèòü òàêîé àëãîðèòì. Ïóñòü äèîôàíòîâî óðàâíåíèå íà âõî-
äå èìååò N ïåðåìåííûõ. Ìíîæåñòâî

Z× . . .× Z

(âñåãî N ìíîæèòåëåé) ñ÷åòíî. Ïîýòîìó ìû ïðîñòî ìîæåì ïåðåáèðàòü âñå âîçìîæíûå
íàáîðû èç N öåëûõ ÷èñåë è ïîäñòàâëÿòü èõ âî âõîäíîå óðàâíåíèå. Åñëè êàêîé-òî
íàáîð îêàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì, òî âîçâðàùàåì åäèíè÷êó. Åñëè íàáîð � íå ðåøåíèå,
òî ïåðåáèðàåì äàëüøå. Ïîëó÷èëîñü, ÷òî ìû ðåøèëè ïðîáëåìó Ãèëüáåðòà. Ãäå çäåñü
îøèáêà?

Îøèáêà â òîì, ÷òî, åñëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íå íàõîäèòñÿ, òî íå ïîíÿòíî, êîãäà
íóæíî îñòàíàâëèâàòüñÿ è âîçâðàùàòü 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, íà óðàâíåíèè, íå èìåþùåì
ðåøåíèé, ïðèâåäåííûé àëãîðèòì âïàäàåò â áåñêîíå÷íûé öèêë è íå îñòàíàâëèâàåòñÿ.
À íàì áû õîòåëîñü, ÷òîáû îí êîãäà-íèáóäü îñòàíîâèëñÿ è âîçâðàòèë 0.

Èòàê, âàæíàÿ îñîáåííîñòü àëãîðèòìîâ � èõ ñâîéñòâî âïàäàòü èíîãäà â áåñêîíå÷-
íûé öèêë è íå çàêàí÷èâàòü ðàáîòó. Ýòà îñîáåííîñòü ëåæèò â îñíîâå îïðåäåëåíèÿ âû-
÷èñëèìîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f : N → N∪ {∗} íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé, åñëè ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ ïðîãðàììà A, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N f(n) = A(n), åñëè A çàêàí÷èâàåò
ðàáîòó íà âõîäå n, è f(n) = ∗, åñëè A íå çàêàí÷èâàåò ðàáîòó íà âõîäå n. Âû÷èñëè-
ìàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò òàêîãî n ∈ N, ÷òî f(n) = ∗, íàçûâàåòñÿ
òîòàëüíî âû÷èñëèìîé.

Äðóãèìè ñëîâàìè, âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ � ýòî ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðå-
àëèçîâàíà íåêîòîðûì àëãîðèòìîì, à òîòàëüíî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ � ýòî ôóíêöèÿ,
êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà âñåãäà îñòàíàâëèâàþùèìñÿ àëãîðèòìîì. Î÷åâèäíî,
íåâû÷èñëèìûå ôóíêöèè ñóùåñòâóþò. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî âñåõ ïðîãðàìì ñ÷åò-
íî, à ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé N → N èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Íî, êàê è ñ âû-
÷èñëèìûìè ÷èñëàìè, êîíêðåòíûé ïðèìåð íåâû÷èñëèìîé ôóíêöèè (ñ äîêàçàòåëüñòâîì
íåâû÷èñëèìîñòè) ïðèâåñòè íå ïîëó÷àåòñÿ. Ñêîðî ìû ïðåäúÿâèì òàêîé êîíêðåòíûé
ïðèìåð!

10. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïðîãðàììà:

7. Íà âõîä ïðîãðàììû (áóäåì íàçûâàòü åå áàçîâîé) ïîäàþòñÿ äðóãèå ïðî-
ãðàììû (êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü âõîäíûìè). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âõîäíûå
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ïðîãðàììû ñàìè íå èìåþò âõîäîâ. Îò áàçîâîé ïðîãðàììû òðåáóåòñÿ âåð-
íóòü ðåçóëüòàò ðàáîòû âõîäíîé ïðîãðàììû. Åñëè æå âõîäíàÿ ïðîãðàììà
íå îñòàíàâëèâàåòñÿ, òî è áàçîâàÿ ïðîãðàììà íå äîëæíà îñòàíàâëèâàòüñÿ.

Òàêèå ïðîãðàììû íàçûâàþòñÿ èíòåðïðåòàòîðàìè (èëè óíèâåðñàëüíûìè ìàøèíà-
ìè, èëè âèðòóàëüíûìè ìàøèíàìè). Êîíå÷íî, îíè ñóùåñòâóþò: íèêîãî íå óäèâèò, ÷òî
ìîæíî íàïèñàòü èíòåðïðåòàòîð ÿçûêà Ñè íà ÿçûêå Ñè.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïðåäñòàâüòå, ÷òî âàñ ïîïðîñèëè íàïèñàòü ñïåöèàëüíóþ (8)
¾ïðîãðàììó-àíàëèçàòîð¿. Íà âõîä ýòîãî àíàëèçàòîðà ìîæåò áûòü ïîäàíà ëþáàÿ ïðî-
ãðàììà áåç âõîäîâ. Îò àíàëèçàòîðà òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, îñòàíîâèòñÿ âõîäíàÿ ïðî-
ãðàììà èëè íåò. Äðóãèìè ñëîâàìè, îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : N → {0, 1} ñëåäóþùèì
îáðàçîì: f(n) = 0, åñëè ïðîãðàììà ñ íîìåðîì n îñòàíàâëèâàåòñÿ, è f(n) = 1, åñëè
ïðîãðàììà ñ íîìåðîì n íå îñòàíàâëèâàåòñÿ. ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f âû÷èñëèìîé? Â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû äîêàæåì, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îòðèöàòåëüíûé.

Íàïîìíèì, ÷òî îäíà èç îñíîâíûõ öåëåé êóðñà � äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ (9), ñîïî-
ñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíîìó ïðåäëîæåíèþ X íà ôîðìàëüíîì
ÿçûêå àðèôìåòèêè åãî èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå T (X), ÿâëÿåòñÿ íåâû÷èñëèìîé. Êðàòêî
ìû ìîæåì ïåðåôîðìóëèðîâàòü ýòî òàê: àðèôìåòèêà íåðàçðåøèìà. È íåôîðìàëüíî
ïðîäîëæèòü: à ðàç óæ àðèôìåòèêà íåðàçðåøèìà, òî âñÿ ìàòåìàòèêà è ïîäàâíî. Íå
ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, ðåøàþùåãî ëþáóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó (äàæå òî÷íî ôîð-
ìàëèçîâàííóþ). Íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, îïðåäåëÿþùåãî èñòèííîñòü ëþáîãî óòâåð-
æäåíèÿ. Íå ñóùåñòâóåò àáñîëþòíîãî àëãîðèòìè÷åñêîãî ÈÈ: íå êàêîãî-òî òàì ýâðèñòè-
÷åñêîãî, êîòîðûé âîäèò àâòîìîáèëü ïî ãîðîäó, íàïðèìåð, à àáñîëþòíîãî, ðåøàþùåãî
âñå çàäà÷è íà ôîðìàëüíîì ÿçûêå.

Êàê âû äóìàåòå, ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïðîãðàììà:

10. Íà âõîä ïðîãðàììû ïîäàåòñÿ çàìêíóòîå ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíîå ïðåä-
ëîæåíèå íà ôîðìàëüíîì ÿçûêå åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè (ïîäðîáíåå îá ýòîì
ÿçûêå � â ïðèëîæåíèè). Ïðîãðàììà äîëæíà âåðíóòü èñòèííîñòíîå çíà÷å-
íèå ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ.

Ò.å. àðèôìåòèêà, êàê ìû äîêàæåì, íåðàçðåøèìà. À ðàçðåøèìà ëè ãåîìåòðèÿ? Îêà-
çûâàåòñÿ, äà (ñì. ïðèëîæåíèå). Îêàçûâàåòñÿ, ðåøàòü çàäà÷è ïî ïëàíèìåòðèè ìîæíî,
íå çàäóìûâàÿñü, ïî àëãîðèòìó.

11. Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, âîçâðàùàþùèé ¾1¿, åñëè â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà π
åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 20 ñåìåðîê, è âîçâðàùàþùèé ¾0¿, åñëè òàêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íåò.

Íåïðàâèëüíîå íå-ðåøåíèå: Ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü òàêîé àëãîðèòì. Áóäåì èäòè
âäîëü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ π. Åñëè íàì âñòðå÷àåòñÿ ñòðîêà èç 20
ñåìåðîê ïîäðÿä, òî âîçâðàùàåì ¾1¿. Íî åñëè íå âñòðå÷àåòñÿ, òî íå ïîíÿòíî, êîãäà
îñòàíàâëèâàòüñÿ. . .
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Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå: î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò. Â äåñÿòè÷íîé çàïèñè π ëèáî åñòü 20
ñåìåðîê ïîäðÿä, ëèáî íåò. Ïîýòîìó îäèí èç ñëåäóþùèõ äâóõ àëãîðèòìîâ ãàðàíòèðî-
âàííî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è return 0; èëè return 1;.

12. Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, ðåøàþùèé ëþáóþ çàäà÷ó èç êíèãè ¾Ãàëî÷êèí, Íåñòå-
ðåíêî, Øèäëîâñêèé. Ââåäåíèå â òåîðèþ ÷èñåë¿?

Ðåøåíèå: î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò, ò.ê. çàäà÷ â ýòîé êíèãå ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî.

2.2 Óòî÷íåíèå ïîíÿòèÿ ¾àëãîðèòì¿

Ñëóøàòåëÿì, âîçìîæíî, íå äàåò ïîêîÿ âîïðîñ, íåñóùåñòâîâàíèå ÷åãî èìåííî ìû óòâåð-
æäàåì, ãîâîðÿ î àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûõ êëàññàõ çàäà÷. Êàê ôîðìàëèçîâàòü
íàøå èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå î áåçäóìíîé, ìåõàíè÷åñêîé ðàáîòå? Ïîíÿòèå àëãî-
ðèòìà ìîæíî îïðåäåëèòü ñîâåðøåííî ñòðîãî. Äëÿ ýòîãî íóæíî âçÿòü êàêîé-íèáóäü
êîíêðåòíûé, ïðîñòî îïèñûâàåìûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èëè êîíêðåòíóþ ôîð-
ìàëüíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñèñòåìó (íàïðèìåð, ìàøèíó Òüþðèíãà), è ñêàçàòü, ÷òî àë-
ãîðèòì � ýòî ïî îïðåäåëåíèþ ýòîò ÿçûê èëè ýòà ñèñòåìà. Íàïðèìåð, ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî àëãîðèòì � ýòî ïî îïðåäåëåíèþ ïðîãðàììà äëÿ ìàøèíû Òüþðèíãà.

Â íàøåì êóðñå, îäíàêî, óäîáíåå ñ÷èòàòü, ÷òî àëãîðèòì � ýòî ïî îïðåäåëåíèþ ñèí-
òàêñè÷åñêè ïðàâèëüíûé òåêñò íà íåêîòîðîé àáñòðàêòíîé âåðñèè ÿçûêà Ñè. Ñòðîãî
îïðåäåëÿòü ñèíòàêñè÷åñêèå ïðàâèëà ýòîãî ÿçûêà è ïðàâèëà âûïîëíåíèÿ ïðîãðàìì
íà íåì ìîæíî, íî äîëãî. Ïîýòîìó âûäåëèì òîëüêî ñõîäñòâà è ðàçëè÷èÿ ìåæäó C è
Abstract C.

Â Abstract C ìîæíî èñïîëüçîâàòü óñëîâíûå îïåðàòîðû, öèêëû, ðåêóðñèþ, ïîä-
ïðîãðàììû, ïåðåìåííûå. Ïðàâäà, òîëüêî ïåðåìåííûå òèïà int. Äëÿ ïðîñòîòû òàêæå
çàïðåòèì ïîëüçîâàòüñÿ óêàçàòåëÿìè. Âàæíîå ñâîéñòâî ñèíòàêñèñà ÿçûêà Abstract C
ñîñòîèò â òîì, ÷òî äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ïðîãðàììà, îïðåäåëÿþùàÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè âõîä-
íîé òåêñò (ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíîé) ïðîãðàììîé íà Abstract C.

Ïðîãðàììû íà ÿçûêå Abstract C âûïîëíÿþòñÿ íà íåêîòîðîé àáñòðàêòíîé ìàøèíå,
êîòîðàÿ ìîæåò ðàáîòàòü ñêîëü óãîäíî áûñòðî, è ó êîòîðîé ñêîëü óãîäíî áîëüøàÿ
ïàìÿòü (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ìàøèíà ìîæåò óâåëè÷èâàòü ðàçìåð ñâîåé ïàìÿòè â
ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû èëè ÷òî ïàìÿòü áåñêîíå÷íà, íî íå-íóëè çàïèñàíû
ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå ÿ÷ååê). Îáðàòèòå âíèìàíèå: íå áåñêîíå÷íî áûñòðî, à ñêîëü
óãîäíî áûñòðî. Ïðîãðàììû, âïàäàþùèå â áåñêîíå÷íûé öèêë, íå çàâåðøàò ñâîþ ðàáîòó
íèêîãäà äàæå íà ñêîëü óãîäíî áûñòðîé ìàøèíå.

Èíòåðåñíî òî, ÷òî åñëè âìåñòî Abstract C âçÿòü êàêîé-íèáóäü äðóãîé íå ñëèøêîì
áåäíûé ôîðìàëüíûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñêàæåì Abstract LISP, òî ïîëó÷åííîå
ïîíÿòèå âû÷èñëèìîñòè áóäåò â òî÷íîñòè ñîâïàäàòü ñ ïåðâûì! Òåçèñ, óòâåðæäàþùèé,
÷òî ëþáàÿ âû÷èñëèìàÿ â èíòóèòèâíîì ñìûñëå ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà òàêæå ìàøèíîé
Òüþðèíãà, íàçûâàåòñÿ òåçèñîì ×åð÷à-Òüþðèíãà. Êàê ïðàâèëî, â ëèòåðàòóðå äëÿ ôîð-
ìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà èñïîëüçóþòñÿ áîëåå ïðîñòûå ÿçûêè è ñèñòåìû: ìàøèíà
Òüþðèíãà èëè ìàøèíà Ïîñòà, íîðìàëüíûå àëãîðèòìû Ìàðêîâà, ðåêóðñèâíûå ôóíê-
öèè, ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ×åð÷à.
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2.3 Ïðîáëåìà îñòàíîâêè

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ñôîðìóëèðîâàëè ïðîáëåìó îñòàíîâêè äëÿ ïðîãðàìì áåç
âõîäîâ. Àëãîðèòìè÷åñêóþ íåðàçðåøèìîñòü ýòîé ïðîáëåìû òåõíè÷åñêè ïðîùå áóäåò
äîêàçàòü äëÿ ïðîãðàìì ñ ðîâíî îäíèì âõîäîì, à ïîòîì ñâåñòè ýòî ê ñëó÷àþ ïðîãðàìì
áåç âõîäîâ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ h : N × N → N îïðåäåëåíà ðàâåíñòâàìè: h(n,m) = 0,
åñëè Tn(m) 6= ∗, è h(n,m) = 1, åñëè Tn(m) = ∗. Òîãäà h íåâû÷èñëèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü îò ïðîòèâíîãî: ïðåäïîëîæèì, ÷òî h âû÷èñëèìà.
Òîãäà îíà ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðûì àëãîðèòìîì H:

H(n,m) =

{
0, åñëè Tn(m) 6= ∗
1, åñëè Tn(m) = ∗

Ïîñòðîèì òåïåðü ïî H íîâûé àëãîðèòì H ′:

int main ( int n, int m ) {

if ( H(n,m) == 0 ) return T_n(m);

else return 1;

}

Çàìåòèì, ÷òî H ′ âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ. Çíà÷èò, âñåãäà îñòàíàâëèâàòüñÿ áóäåò è
àëãîðèòì

H ′′(n) = H ′(n, n) + 1

Íî âåäü H ′′ � ýòî ïðîãðàììà ñ îäíèì âõîäîì! Çíà÷èò,

H ′′ = Tk

äëÿ íåêîòîðîãî k, ò.å.
H ′(n, n) + 1 = Tk(n)

Âìåñòî n ïîäñòàâèì â ýòî ðàâåíñòâî k:

H ′(k, k) + 1 = Tk(k)

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëèáî Tk(k) îñòàíàâëèâàåòñÿ, ëèáî íåò. Åñëè Tk(k) îñòàíàâëè-
âàåòñÿ, òî ïîëó÷àåì Tk(k) + 1 = Tk(k), ÷åãî íå ìîæåò áûòü. Åñëè Tk(k) íå îñòàíàâëè-
âàåòñÿ, ïîëó÷àåì íå ìåíåå àáñóðäíîå ðàâåíñòâî 1 + 1 = ∗. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå
ïðåäïîëîæåíèå î âû÷èñëèìîñòè h áûëî íåâåðíûì. �

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íàïèñàòü òàêóþ ïðîãðàììó-àíàëèçàòîð, îïðåäåëÿþùóþ, îñòàíî-
âèòñÿ ëè âõîäíàÿ ïðîãðàììà, íå âîçìîæíî â ïðèíöèïå! Íå ïîìîãóò íè ýêçîòè÷åñêèå
ÿçûêè, íè ìåòàïðîãðàììèðîâàíèå, íè ëåíèâûå âû÷èñëåíèÿ, íè ðàçâèòèå íàóêè. Äîêà-
çàòåëüñòâî àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû îñòàíîâêè áûëî ïðèäóìàíî
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Òüþðèíãîì óæå ïîñëå îñíîâíîé ðàáîòû Ãåäåëÿ. Ñêîðî ìû óâèäèì, ÷òî îíî î÷åíü ïî-
õîæå íà îäíî èç äîêàçàòåëüñòâ ïåðâîé òåîðåìû Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå.

13. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ îñòàíîâêè äëÿ ïðîãðàìì áåç âõîäîâ òîæå
ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé.

14. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðîãðàììà A ñ îäíèì âõîäîì, äëÿ êîòîðîé ïðî-
áëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ åå îñòàíîâêè íà ðàçëè÷íûõ âõîäàõ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè
íåðàçðåøèìîé.

15. Ñóùåñòâóåò ëè ïðîãðàììà áåç âõîäà, äëÿ êîòîðîé ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ åå
îñòàíîâêè àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà?

Ðåøåíèå: î÷åâèäíî, íåò, ò.ê. ïðîáëåìà îñòàíîâêè àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà äëÿ
ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïðîãðàìì áåç âõîäà. Àíàëîãè÷íàÿ íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à:
ìîæåò ëè ãèïîòåçà Ãîëüäáàõà áûòü àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé.

16. Íàçîâåì ïðîãðàììó Tn ñ îäíèì âõîäîì ñàìîïðèìåíèìîé, åñëè Tn(n) îñòàíàâëèâà-
åòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ñàìîïðèìåíèìîñòè ÿâëÿåòñÿ àëãîðèò-
ìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé.

2.4 Êàê ïðåâçîéòè àëãîðèòì

Õîðîøî, ïðîáëåìà îñòàíîâêè àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà. Íî, ìîæåò áûòü, íàì è íå
íóæåí òàêîé àíàëèçàòîð, êîòîðûé îïðåäåëÿåò, îñòàíîâèòñÿ èëè íå îñòàíîâèòñÿ ëþáàÿ
ïðîãðàììà. ×àñòî äîñòàòî÷íî èìåòü àëãîðèòì, êîòîðûé ðåøàåò ïðîáëåìó îñòàíîâêè â
99% ñëó÷àåâ (÷òî áû ýòî íè çíà÷èëî). Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ òàêîãî ÷àñòè÷íîãî ðàñïîçíà-
âàòåëÿ H ìû âñåãäà ìîæåì óêàçàòü ïðîãðàììó, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé H íå ñìîæåò
ñêàçàòü, îñòàíîâèòñÿ îíà èëè íåò, íî íàì îòâåò áóäåò èçâåñòåí!

Ïóñòü H � òàêîé ÷àñòè÷íûé ðàñïîçíàâàòåëü:

H(n,m) =

{
0, åñëè Tn(m) 6= ∗

1 èëè ∗, åñëè Tn(m) = ∗

Òîãäà, ïðîâîäÿ äëÿH ïðåäûäóùåå äîêàçàòåëüñòâî, ìû ïî-ïðåæíåìó ïîëó÷àåì ïðî-
òèâîðå÷èå â ñëó÷àå Tk(k) 6= ∗, íî ñëó÷àé Tk(k) = ∗ íè÷åìó íå ïðîòèâîðå÷èò. Ïîëó-
÷àåòñÿ, ÷òî ìû íàøëè ïðîãðàììó Tk, íà êîòîðîé H íå âûäàåò íè 0, íè 1, íî íàì
èçâåñòíî, ÷òî Tk íå îñòàíàâëèâàåòñÿ! Ìû ìîæåì óëó÷øèòü ÷àñòè÷íûé ðàñïîçíàâà-
òåëü H: ïðîïèñàòü â íåì îòäåëüíîé ñòðî÷êîé, ÷òî åñëè m = n = k, òî âîçâðàùàòü
íóæíî 1. Ïîëó÷èì äðóãîé ÷àñòè÷íûé ðàñïîçíàâàòåëü H1. Íî ê H1 ìîæíî ïðèìåíèòü
òî æå ñàìîå ðàññóæäåíèå è íàéòè ïðîãðàììó Tk1 , ïðî êîòîðóþ íàì òîæå èçâåñòíî,
÷òî îíà íå îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âõîäå k1, íî H1 ïðî Tk1(k1) ñêàçàòü íè÷åãî íå ñìîæåò.
Ìîæíî óëó÷øèòü H1 äî H2 è ò.ä..

Íåôîðìàëüíî ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: ïðåäñòàâüòå ñåáå ðîáî-
òà, ðåøàþùåãî íåêîòîðûå çàäà÷è. Òîãäà, èçó÷èâ âíóòðåííåå óñòðîéñòâî ýòîãî ðîáîòà,
ìîæíî ïîäñóíóòü åìó òàêóþ çàäà÷ó, êîòîðóþ îí íå ðåøèò, íî âàì îòâåò íà ýòó çàäà÷ó
áóäåò èçâåñòåí! È êàê íè óëó÷øàé ðîáîòà, âñå ðàâíî îñòàíóòñÿ çàäà÷è, îòíîñèòåëüíî
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êîòîðûõ ïðàâèëüíûé îòâåò íàì áóäåò èçâåñòåí, íî ðîáîòó ýòè çàäà÷è áóäóò íå ïî çó-
áàì. Ïðàâäà, ýòî ðàññóæäåíèå ãîäèòñÿ òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêèõ êëàññîâ çàäà÷
òèïà ïðîáëåìû îñòàíîâêè.

Èíòåðåñíà åùå îäíà äåòàëü: ïî H ÷èñëî k íàõîäèòñÿ âû÷èñëèìûì îáðàçîì! Ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ñåáå äâóõ ðîáîòîâ, H è G, êîòîðûå áóäóò ãåíåðèðîâàòü äðóã äëÿ äðóãà
÷èñëà k1, l1, k2, l2, . . . è ïîñòîÿííî óëó÷øàòü äðóã äðóãà. Íî åñëè ïàðó ýòèõ ðîáîòîâ
ðàññìàòðèâàòü êàê îäèí àëãîðèòì F , òî äëÿ F ïî-ïðåæíåìó ñãåíåðèðîâàòü çàäà÷ó m,
äëÿ êîòîðîé ñèñòåìà èç äâóõ ðîáîòîâ íå ñìîæåò äàòü îòâåò, õîòÿ îòâåò áóäåò èçâåñòåí
âíåøíåìó íàáëþäàòåëþ.

2.5 Äðóãèå àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûå ïðîáëåìû

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî íåìàëî àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûõ êëàññîâ çàäà÷.
Âîò íåêîòîðûå ïðèìåðû:

1. Ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà. Äâå êîíå÷íîïîðîæäåííûå ãðóïïû G1 è G2 çàäàíû ñâîè-
ìè îáðàçóþùèìè è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè. Íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà,
îïðåäåëÿþùåãî, èçîìîðôíû ëè G1 è G2. Áîëåå òîãî, äàæå åñëè çàäàíà îäíà ãðóï-
ïà G, íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, îïðåäåëÿþùåãî, èçîìîðôíà ëè G òðèâèàëüíîé
ãðóïïå.

2. Íåðàçðåøèìîñòü ïðåäûäóùåãî êëàññ çàäà÷ èìååò èíòåðåñíîå ïðèëîæåíèå â òîïî-
ëîãèè. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîïîðîæäåííîé ãðóïïû G íàéäåòñÿ òàêîå
÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M4, äëÿ êîòîðîãî π1(M

4) = G. Ãåíåðàòîðû è îá-
ðàçóþùèå π1(M

4) ìîãóò áûòü íàéäåíû âû÷èñëèìûì îáðàçîì ïî òðèàíãóëÿöèè
ìíîãîîáðàçèÿM4. Ñëåäîâàòåëüíî, íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, îïðåäåëÿþùåãî, ãî-
ìåîìîðôíû ëè äâà çàäàííûõ ñâîèìè òðèàíãóëÿöèÿìè ÷åòûðåõìåðíûõ ìíîãîîá-
ðàçèÿ M4

1 è M4
2 . Äëÿ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 2 òàêîé àëãîðèòì ñóùåñòâóåò.

Íå èçâåñòíî ïîêà, ñóùåñòâóåò ëè îí â ðàçìåðíîñòè 3.

3. Ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè ñëîâ â àññîöèàòèâíûõ èñ÷èñëåíèÿõ. Àññîöèàòèâíîå
èñ÷èñëåíèå � ýòî íàáîð ïðàâèë, ïî êîòîðûì îäíè ñëîâà ìîæíî ïðåîáðàçîâûâàòü
â äðóãèå, çàìåíÿÿ â íèõ êàêèå-òî ôèêñèðîâàííûå ïîäñëîâà. Íàïðèìåð, ðàññìîò-
ðèì àññîöèàòèâíîå èñ÷èñëåíèå ñ àëôàâèòîì {a, b, c} è ïðàâèëàìè bc = cb, ab = c,
aa = λ, ãäå λ îáîçíà÷àåò ïóñòîå ñëîâî. Â ýòîì èñ÷èñëåíèè ñëîâà abab è bb áóäóò
ýêâèâàëåíòíû, ò.ê. abab = abc = acb = aabb = bb. Äëÿ ýòîãî èñ÷èñëåíèÿ ñó-
ùåñòâóåò ïðîãðàììà, ïî äâóì äàííûì ñëîâàì îïðåäåëÿþùàÿ, ýêâèâàëåíòíû îíè
èëè íåò. Îäíàêî èçâåñòíû òàêèå àññîöèàòèâíûå èñ÷èñëåíèÿ, â êîòîðûõ ïðîáëåìà
ðàñïîçíàâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñëîâ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé.

4. Íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, âåðíî îòâå÷àþùåãî íà âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè äàííûì
íàáîðîì ìíîãîóãîëüíèêîâ çàìîñòèòü ïëîñêîñòü (ñàìî ñîáîé, ýòè ìíîãîóãîëüíèêè
äîëæíû áûòü çàäàíû êàêîé-òî ñòðî÷êîé ñèìâîëîâ êîíå÷íîãî àëôàâèòà � ýòîãî
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ìîæíî äîáèòüñÿ, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ìíîãîóãîëüíèêàìè ñ öåëî÷èñëåííû-
ìè êîîðäèíàòàìè âåðøèí).

5. Â 1970 ãîäó, óñèëèÿìè Äåâèñà, Ïàòíýìà, Ðîáèíñîí è Ìàòèÿñåâè÷à, äåñÿòàÿ ïðî-
áëåìà Ãèëüáåðòà áûëà îêîí÷àòåëüíî ðåøåíà. Îêàçàëîñü, ÷òî àëãîðèòìà, ïî äàí-
íîìó äèîôàíòîâîìó óðàâíåíèþ îïðåäåëÿþùåãî, èìååò ëè îíî öåëî÷èñëåííûå
ðåøåíèÿ, íå ñóùåñòâóåò!

Êàêèì îáðàçîì ìîæíî äîêàçûâàòü àëãîðèòìè÷åñêóþ íåðàçðåøèìîñòü ïîäîáíûõ
êëàññîâ çàäà÷? Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû äîêàçàëè àëãîðèòìè÷åñêóþ íåðàçðåøè-
ìîñòü î÷åíü øèðîêîãî êëàññà çàäà÷: ïðàêòè÷åñêè ëþáóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó î
òåêñòàõ èëè öåëûõ ÷èñëàõ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â âèäå ¾Îñòàíîâèòñÿ ëè ñëå-
äóþùèé àëãîðèòì?¿. À êëàññû çàäà÷ èç ïðèâåäåííîãî ñïèñêà êàæóòñÿ ãîðàçäî áîëåå
óçêèìè è ñïåöèàëüíûìè. Êëþ÷ ê äîêàçàòåëüñòâó èõ àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè
� â âîçìîæíîñòè êîäèðîâàòü áîëåå-ìåíåå ïðîèçâîëüíûå ìàøèíû Òüþðèíãà îáúåêòàìè
çàäà÷ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà.

Íàïðèìåð, â (4) ñóùåñòâóåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïî êàæäîé ìàøèíå Òüþðèíãà A íà-
áîðà ìíîãîóãîëüíèêîâ P(A), òàêîé ÷òî A íå çàâåðøàåò ðàáîòó òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ìíîãîóãîëüíèêàìè èç P(A) ìîæíî çàìîñòèòü âñþ ïëîñêîñòü. Èíòåðåñíî, ÷òî èç
äîêàçàòåëüñòâà àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè (4) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íàáîðîâ
ìíîãîóãîëüíèêîâ, èñïîëüçóÿ êîòîðûå çàìîñòèòü ïëîñêîñòü ìîæíî òîëüêî íåïåðèîäè-
÷åñêèì îáðàçîì. Êëàññ (3) ïîëó÷èëîñü ñâåñòè ê àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé ïðî-
áëåìå ðàñïîçíàâàíèÿ äîêàçóåìîñòè äëÿ íåêîòîðîãî ôîðìàëüíîãî ÿçûêà: ñëîâà ìîæíî
ñ÷èòàòü àêñèîìàìè, à ïîäñòàíîâêè � ïðàâèëàìè âûâîäà.

Ñëóøàòåëè, íàâåðíîå, óæå ïðèâûêëè, ÷òî äàëåêî íå ëþáàÿ ôóíêöèÿ f : N → N
ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé è ÷òî àëãîðèòìè÷åñêàÿ íåðàçðåøèìîñòü � íå òàêàÿ óæ ðåä-
êîñòü. Â ìàòåìàòèêå áûâàþò è äðóãèå âèäû íåðàçðåøèìîñòè: íàïðèìåð, íåâîçìîæ-
íîñòü òðèñåêöèè óãëà ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè èëè íåðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèé
ïÿòîé ñòåïåíè â ðàäèêàëàõ.

17. Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñëîâ â ñëåäóþùåì àññî-
öèàòèâíîì èñ÷èñëåíèè? Àëôàâèò: {a, b, c, d, e}. Äîïóñòèìûå ïîäñòàíîâêè: ab = ba, ac =
ca, ad = da, ae = ea, bc = cb, bd = db, be = eb, cd = dc, ce = ec, de = ec.

18. Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñëîâ â ñëåäóþùåì àñ-
ñîöèàòèâíîì èñ÷èñëåíèè? Àëôàâèò: {a, b, c}. Äîïóñòèìûå ïîäñòàíîâêè: b = acc, ca =
accc, aa = λ, bb = λ, cccc = λ. Ïîäñêàçêà: ýòî àññîöèàòèâíîå èñ÷èñëåíèå ãðóïïû ñèì-
ìåòðèé êâàäðàòà, ãäå a è b � ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé
îñåé, à c � ïîâîðîò íà 90◦ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

19. Àññîöèàòèâíîå èñ÷èñëåíèå Öåéòèíà çàäàåòñÿ àëôàâèòîì {a, b, c, d, e} è ïðàâèëàìè
ac = ca, ad = da, bc = cb, bd = db, eca = ce, edb = de, cca = ccae. Ýêâèâàëåíòíû ëè
â íåì ñëîâà abbcadebd è deeabdceadcee? Ïîäñêàçêà: âñå äîïóñòèìûå ïîäñòàíîâêè ýòîãî
èñ÷èñëåíèÿ íå ìåíÿþò êîëè÷åñòâî áóêâ d â ñëîâå.
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×òî-òî ïîõîæåå íà àññîöèàòèâíîå èñ÷èñëåíèå âñòðåòèëîñü íàì â êóðñå òîïîëîãèè,
à èìåííî â òåîðåìå î êëàññèôèêàöèè äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Â òîì èñ÷èñëåíèè
çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè îêàçàëàñü àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìîé. Ñêà-
æåì òîëüêî, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ äàåò ãîðàçäî áîëåå ïðîñòûå è áûñòðûå
àëãîðèòìû îïðåäåëåíèÿ ðîäà (÷èñëà ðó÷åê èëè ÷èñëà ïëåíîê Ìåáèóñà) ïîâåðõíîñòè
ïî åå òðèàíãóëÿöèè.

20. Çàìîùåíèå ïëîñêîñòè ìíîãîóãîëüíèêàìè íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîå íåòðèâèàëüíîå äâèæåíèå ïëîñêîñòè A, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ Z ïðåîáðàçî-
âàíèå An ñîõðàíÿåò ýòî çàìîùåíèå. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íàáîðà ìíîãîóãîëüíèêîâ, ïðè
ïîìîùè êîòîðîãî ìîæíî çàìîñòèòü ïëîñêîñòü

1) òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì;
2) è ïåðèîäè÷åñêèì, è íåïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì.

2.6 Ðàçðåøèìûå è ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî A ⊂ N íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì, åñëè ôóíêöèÿ

χA(n) =

{
0, åñëè n /∈ A
1, åñëè n ∈ A

âû÷èñëèìà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî A ⊂ N íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò
àëãîðèòì, ïî ïðîèçâîëüíîìó n ∈ N îïðåäåëÿþùèé, ïðèíàäëåæèò n ìíîæåñòâó A èëè
íå ïðèíàäëåæèò.

Óòâåðæäåíèå 1. Ñâîéñòâà ðàçðåøèìûõ ìíîæåñòâ:
1) Åñëè A ⊂ N è B ⊂ N ðàçðåøèìû, òî A ∩B ðàçðåøèìî.
2) Åñëè A ⊂ N è B ⊂ N ðàçðåøèìû, òî A ∪B ðàçðåøèìî.
3) Åñëè A ⊂ N ðàçðåøèìî, òî N\A ðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðèâèàëüíî. Íàïðèìåð, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà
A ∪B ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì:

bool main ( int n ) {

if ( A(n) || B(n) ) return 1;

else return 0;

}

�
Ò.å. ðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà îáðàçóþò êîììóòàòèâíîå è àññîöèàòèâíîå êîëüöî îò-

íîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ A∆B, óìíîæåíèÿ A ∩B è ñ åäèíèöåé N.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî A ⊂ N íàçûâàåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì, åñëè A ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî A ⊂ N íàçûâàåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì, åñëè ñóùåñòâó-
åò àëãîðèòì, ãåíåðèðóþùèé îäèí çà äðóãèì (íå îáÿçàòåëüíî â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ)
âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
ïåðå÷èñëèìî, ò.ê. åãî ãåíåðèðóåò ñëåäóþùèé àëãîðèòì:

void main () {

int n = 1;

while ( true ) {

Write ( 2*n );

n++;

}

}

21. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ N ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åãî ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

χ∗
A(n) =

{
∗, åñëè n /∈ A
1, åñëè n ∈ A

âû÷èñëèìà.

Óòâåðæäåíèå 2. Êàæäîå ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðèâèàëüíî. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî è
ïóñòü åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ χA ðåàëèçóåòñÿ ïðîãðàììîé A ( int n ). Íà-
ïèøåì òîãäà ïðîãðàììó, ïåðå÷èñëÿþùóþ A:

void main () {

int n = 1;

while ( true ) {

if ( A(n) ) Write (n);

n++;

}

}

�

Óòâåðæäåíèå 3. Ñâîéñòâà ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ:
1) Åñëè A ⊂ N è B ⊂ N ïåðå÷èñëèìû, òî A ∩B ïåðå÷èñëèìî.
2) Åñëè A ⊂ N è B ⊂ N ïåðå÷èñëèìû, òî A ∪B ïåðå÷èñëèìî.
3) Åñëè ìíîæåñòâà A è N\A ïåðå÷èñëèìû, òî A ðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðèâèàëüíî. Äîêàæåì òîëüêî ÷àñòü (3). Åñòü äâå ïðîãðàììû, ïå-
ðå÷èñëÿþùèå ìíîæåñòâà A è N\A. Êàê ïî íèì ïîñòðîèòü ïðîãðàììó, âû÷èñëÿþùóþ
õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà A? Çàïóñòèì ýòè äâå ïðîãðàììû ïàðàë-
ëåëüíî. Îíè áóäóò ãåíåðèðîâàòü äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ëþáîå
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n ∈ N ðàíî èëè ïîçäíî âñòðåòèòñÿ ëèáî â ïåðâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ëèáî âî âòîðîé.
Åñëè n âñòðåòèëîñü â ïåðâîé, âîçâðàùàåì ¾1¿, åñëè âî âòîðîé � ¾0¿.�

Ïî òåì æå ìîùíîñòíûì ñîîáðàæåíèÿì, ïî êîòîðûì ñóùåñòâóþò íåâû÷èñëèìûå
÷èñëà è íåâû÷èñëèìûå ôóíêöèè, ñóùåñòâóþò è íåðàçðåøèìûå, è íåïåðå÷èñëèìûå
ìíîæåñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë íå ñ÷åòíî. Áûâàþò ëè ïåðå÷èñëèìûå, íî íå ðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà? Ìîùíîñòíûå
ñîîáðàæåíèÿ çäåñü óæå íå ïîìîãóò. Ê ñ÷àñòüþ, ó íàñ óæå âñå ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïðèâåñòè êîíêðåòíûé ïðèìåð. Çàîäíî ìû ïðèâåäåì ïðèìåð êîíêðåòíîãî íåïåðå÷èñ-
ëèìîãî ìíîæåñòâà.

Êàê îáû÷íî, çàíóìåðóåì ìíîæåñòâî ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíûõ ïðîãðàìì áåç âõî-
äà êàêèì-íèáóäü âû÷èñëèìûì îáðàçîì. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî íîìåðîâ îñòàíàâëèâà-
þùèõñÿ ïðîãðàìì, èëè ïðîñòî ìíîæåñòâî îñòàíàâëèâàþùèõñÿ ïðîãðàìì. Òîãäà N\S
� ìíîæåñòâî íåîñòàíàâëèâàþùèõñÿ ïðîãðàìì.

Óòâåðæäåíèå 4. Ìíîæåñòâî S ïåðå÷èñëèìî, íî íå ðàçðåøèìî. Ìíîæåñòâî N\S
íåïåðå÷èñëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàçðåøèìîñòü S � ýòî â òî÷íîñòè óòâåðæäåíèå î àëãîðèòìè÷å-
ñêîé íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû îñòàíîâêè, êîòîðîå ìû óæå äîêàçàëè. Êàê ïåðå÷èñ-
ëèòü S? Áóäåì èäòè âäîëü íàòóðàëüíîãî ðÿäà è çàïóñêàòü ïðîãðàììû ñ íîìåðàìè
1, 2, 3 . . ., íî äîâîëüíî õèòðûì îáðàçîì: ìû íå æäåì, ïîêà ïðîãðàììà ñ íîìåðîì 2 çà-
êîí÷èò ðàáîòó (îíà ìîæåò åå è íå çàêîí÷èòü), à ïîòîì çàïóñêàåì ïðîãðàììó ñ íîìåðîì
3. Ìû äåëàåì òàê: êîãäà äîõîäèì äî 2, çàïóñêàåì ïðîãðàììó ñ íîìåðîì 2, íî òîëüêî
íà îäèí øàã åå ðàáîòû. Ïîòîì ïåðåõîäèì ê 3, çàïóñêàåì 3 íà îäèí øàã è ñðàçó ïîñëå
ýòîãî äåëàåì âòîðîé øàã ðàáîòû ïðîãðàììû 2. Ïîòîì ïåðåõîäèì ê 4 è ò.ä.. Ò.å. ïîëó-
÷àåòñÿ, ÷òî îäíîâðåìåííî ðàáîòàþò ñðàçó íåñêîëüêî ïðîãðàìì. Åñëè âäðóã êàêàÿ-òî
ïðîãðàììà ñ íîìåðîì n çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, òî ïóñòü èñõîäíàÿ ïðîãðàììà âûâîäèò
íîìåð n: Write (n);. Î÷åâèäíî, âñå ìíîæåñòâî S áóäåò òàêèì îáðàçîì ïåðå÷èñëåíî.

Ìíîæåñòâî N\S íåïåðå÷èñëèìî, ïîòîìó ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, â ñèëó óòâåðæäå-
íèÿ 3, ìíîæåñòâî S áûëî áû ðàçðåøèìî. �

3 Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ

3.1 Î òîì, ÷òî åñòü

Âî ââåäåíèè ìû óáåäèëèñü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì áóêâ íå âñåãäà ïîëó÷àåòñÿ ïðè-
äàòü ñìûñë è èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå. Íî, åñëè ìû õîòèì ñîçäàòü òàêîé ôîðìàëüíûé
ÿçûê, â êîòîðîì ëþáîå ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíîå ïðåäëîæåíèå èìååò ñìûñë, òî íàì
íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, êàêèå èìåííî îñîáåííîñòè ÿçûêà ìîãóò ýòîé öåëè ïîìåøàòü.
Âî ââåäåíèè ïðèâåäåí ïðèìåð îäíîé òàêîé îñîáåííîñòè: âîçìîæíîñòü ïðåäëîæåíèÿì
ÿçûêà ññûëàòüñÿ íà ñàìèõ ñåáÿ. Íî åñòü è äðóãèå ïðåïÿòñòâèÿ.

Íèæå ïðèâåäåí ôðàãìåíò îäíîãî èç äîêàçàòåëüñòâ ñóùåñòâîâàíèÿ Áîãà èç òðàêòàòà
¾Ïðîñëîãèîí¿ (1077 ãîä) ñðåäíåâåêîâîãî ôèëîñîôà Àíñåëüìà Êåíòåðáåðèéñêîãî:
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Èòàê, Ãîñïîäè, äàþùèé âåðå ðàçóìåíèå, äàé ìíå, ñêîëüêî ñàì çíàåøü, ÷òî-
áû ÿ ïîíÿë, ÷òî Òû åñòü, êàê ìû âåðóåì, è òî åñòü, âî ÷òî ìû âåðóåì. À ìû
âåðóåì, ÷òî Òû åñòü íå÷òî, áîëüøå ÷åãî íåëüçÿ íè÷åãî ñåáå ïðåäñòàâèòü.
Çíà÷èò, êîãäà ñêàçàë áåçóìåö â ñåðäöå ñâîåì: ¾íåò Áîãà¿ � îí ñêàçàë, ÷òî
êàêîé-òî òàêîé ïðèðîäû íåò? Íî, êîíå÷íî, ýòîò æå ñàìûé áåçóìåö, ñëûøà,
êàê ÿ ãîâîðþ: ¾Íå÷òî, áîëüøå ÷åãî íåëüçÿ íè÷åãî ñåáå ïðåäñòàâèòü¿, � ïî-
íèìàåò òî, ÷òî ñëûøèò; à òî, ÷òî îí ïîíèìàåò, åñòü â åãî óìå, äàæå åñëè
îí íå èìååò â âèäó, ÷òî òàêàÿ âåùü ñóùåñòâóåò. [. . . ] È, êîíå÷íî, òî, áîëü-
øå ÷åãî íåëüçÿ ñåáå ïðåäñòàâèòü, íå ìîæåò áûòü òîëüêî â óìå. Èáî åñëè
îíî óæå åñòü ïî êðàéíåé ìåðå òîëüêî â óìå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî
îíî åñòü è â äåéñòâèòåëüíîñòè, ÷òî áîëüøå. Çíà÷èò, åñëè òî, áîëüøå ÷åãî
íåëüçÿ íè÷åãî ñåáå ïðåäñòàâèòü, ñóùåñòâóåò òîëüêî â óìå, òîãäà òî, áîëü-
øå ÷åãî íåëüçÿ ñåáå ïðåäñòàâèòü, åñòü òî, áîëüøå ÷åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñåáå. Íî ýòîãî, êîíå÷íî, íå ìîæåò áûòü. Èòàê, áåç ñîìíåíèÿ, íå÷òî, áîëüøå
÷åãî íåëüçÿ ñåáå ïðåäñòàâèòü, ñóùåñòâóåò è â óìå, è â äåéñòâèòåëüíîñòè.

Ýòî ðàññóæäåíèå íåñêîëüêî çàïóòàíî, íî åãî ñóòü ìîæíî ïåðåäàòü êðàòêî: ¾Áîã
� ýòî ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóþùåå, âñåìîãóùåå, âñåáëàãîå è ò.ä.. Ñëåäîâàòåëüíî,
îí ñóùåñòâóåò¿. Âðÿä ëè êòî-òî ïðèçíàåò òàêîå ðàññóæäåíèå ïðàâèëüíûì äîêàçàòåëü-
ñòâîì. Íî ãäå èìåííî îøèáêà? Êàêîâ äîëæåí áûòü ÿçûê, ÷òîáû âñå ñèíòàêñè÷åñêè
ïðàâèëüíûå ðàññóæäåíèÿ íà íåì àâòîìàòè÷åñêè áûëè êîððåêòíûìè äîêàçàòåëüñòâà-
ìè? Áîã òóò íè ïðè ÷åì � òà æå ïðîáëåìà ìîæåò âîçíèêíóòü â ðàññóæäåíèÿõ î ãîðàçäî
áîëåå ïðèçåìëåííûõ âåùàõ: î ïåãàñàõ, íàïðèìåð. Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïåãàñà êàê
ñóùåñòâóþùóþ êðûëàòóþ ëîøàäü. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåãàñû ñóùåñòâóþò. Äîêàçàòåëü-
ñòâà, ïîäîáíûå ýòîìó äîêàçàòåëüñòâó Àíñåëüìà â òîì èëè èíîì âèäå ïîâòîðÿëèñü åùå
â òå÷åíèå ìíîãèõ âåêîâ.

Ïåðâîå, ÷òî ïðèõîäèò â ãîëîâó � çàïðåòèòü èñïîëüçîâàíèå ïðåäèêàòà (ïðèëàãà-
òåëüíîãî) ¾ñóùåñòâóþùèé¿ è îñòàâèòü òîëüêî ñïåöèàëüíûé ãëàãîë ¾ñóùåñòâóåò¿, êî-
òîðûé åùå íóæíî óïîòðåáëÿòü î÷åíü àêêóðàòíî � íå êàê "îáû÷íûå"ãëàãîëû òèïà
¾ëåòèò¿, ¾âèäèò¿ è ò.ä.. Ïî ýòîìó ïóòè ïîøåë Êàíò, êîòîðûé îòíåñ ñóùåñòâîâàíèå ê
îäíîé ãðóïïå êàòåãîðèé, à ïðåäèêàòû � ê äðóãîé (âïðî÷åì, åùå Àðèñòîòåëü óêàçûâàë
íà òî, ÷òî ñóùåå íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ðîäîì). Îäíàêî ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ
íà ýòîì íå çàêîí÷èëèñü.

Ïåãàñû äîëæíû â êàêîì-òî ñìûñëå áûòü, èíà÷å ÷åãî æå, ñîáñòâåííî, íåò? Ìîæåò
áûòü, îíè ñóùåñòâóþò ëèøü â âîîáðàæåíèè, à íå â ôèçè÷åñêîì ìèðå? À êàê òîãäà
áûòü, íàïðèìåð, ñ ¾êðóãëûì êâàäðàòîì¿? Åãî äàæå â âîîáðàæåíèè íåò. Îïÿòü æå,
÷åãî èìåííî íåò? ×òîáû ñêàçàòü, ÷òî êðóãëîãî êâàäðàòà íå ñóùåñòâóåò, ìû äîëæíû
ñ÷èòàòü, ÷òî â êàêîì-òî ñìûñëå îí âñå æå åñòü, èíà÷å ÷åãî æå èìåííî íå ñóùåñòâóåò?

Ïîïûòêó ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ìû íàõîäèì óæå â äèàëîãàõ Ïëàòîíà. Ñîâðå-
ìåííûé ôèëîñîô Êóàéí íàçâàë åå ïðîáëåìîé ¾áîðîäû Ïëàòîíà¿ � èç-çà òîãî, ÷òî
îíà î÷åíü ýôôåêòèâíî çàòóïëÿåò áðèòâó Îêêàìà. Â íà÷àëå äâàäöàòîãî âåêà ðåøåíèå
ïðîáëåìû áîðîäû Ïëàòîíà áûëî íàéäåíî. Îíî ïîòðåáîâàëî ðàäèêàëüíûõ èçìåíåíèé
â ÿçûêå: íóæíî áûëî ïîëíîñòüþ îòêàçàòüñÿ îò ñóùåñòâèòåëüíûõ (è îò ñóáúåêòíî-
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ïðåäèêàòíîé àðèñòîòåëåâñêîé ëîãèêè)!
Äàâàéòå âìåñòî òîãî, ÷òîáû çàäóìûâàòüñÿ, â êàêîì ñìûñëå ñóùåñòâóþò ïåãàñû,

âûÿñíèì, èñòèííî èëè ëîæíî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå:

(1) ∃x(x � êðûëàòàÿ ëîøàäü)

Ýòî ïðåäëîæåíèå, êîíå÷íî, ëîæíî, åñëè ïîä ñóùåñòâîâàíèåì ïîäðàçóìåâàòü ñóùåñòâî-
âàíèå â ôèçè÷åñêîì ìèðå. Íî ýòî ìû çíàëè è ðàíüøå. Èçìåíåíèå æå â òîì, ÷òî, åñëè
(1) ëîæíî, òî íå íóæíî çàäóìûâàòüñÿ, â êàêîì ñìûñëå ñóùåñòâóþò ïåãàñû. Ïîòîìó
÷òî ìû íèãäå íå èñïîëüçóåì ñóùåñòâèòåëüíîå ¾ïåãàñ¿. ¾Êðûëàòàÿ ëîøàäü¿ æå çäåñü
ÿâëÿåòñÿ íå ñóùåñòâèòåëüíûì, à ïðåäèêàòîì: ÿâëÿòüñÿ êðûëàòîé ëîøàäüþ. Îòíîñè-
òåëüíî ëþáîãî ïðåäìåòà ôèçè÷åñêîãî ìèðà x ìû ñïîñîáíû îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè x
êðûëàòîé ëîøàäüþ. Ðåøåíèå ïðîáëåìû áîðîäû Ïëàòîíà äîñòèãàåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî,
åñëè ìû ñ÷èòàåì ïðåäëîæåíèå (1) èñòèííûì, òî ìû îáÿçûâàåì ñåáÿ ïðèíÿòü îíòî-
ëîãèþ, â êîòîðîé Ïåãàñû ñóùåñòâóþò, íî ìû íå îáÿçûâàåì ñåáÿ åå ïðèíèìàòü, êîãäà
ãîâîðèì, ÷òî (1) ëîæíî.

Êàê ñëåäñòâèå, â ïðåäëîæåíèÿõ íà ôîðìàëüíîì ÿçûêå, êîòîðûé ìû áóäåì ñòðîèòü,
îòäåëüíûå ïîäñòðîêè ëåãêî ìîãóò áûòü áåññìûñëåííû, òîãäà êàê âñå ïðåäëîæåíèå
öåëèêîì áóäåò èìåòü ñìûñë. Â ïðåäëîæåíèè íà ðóññêîì ÿçûêå

(4) ¾áåëàÿ êîøêà ñèäèò íà ïîäîêîííèêå¿?

îòäåëüíûå ïîäñòðîêè ¾êîøêà¿, ¾áåëàÿ êîøêà¿, ¾ïîäîêîííèê¿ âðîäå áû èìåþò ñìûñë:
åñëè ìû âèäèì íàáîð áóêâ ¾êîøêà¿, òî ïðåäñòàâëÿåì ñåáå êîøêó. Ëþäè ïûòàëèñü
äàæå ïðèäàòü ñìûñë ïîäñòðîêàì ¾áåëàÿ¿, ¾ñèäèò¿ è ¾íà¿, ñâîäÿ èõ òàê èëè èíà÷å ê
ñóùåñòâèòåëüíûì, íàïðèìåð, ê ¾áåëèçíå¿. Â ôîðìàëüíîì ÿçûêå àðèôìåòèêè ñóùå-
ñòâèòåëüíûõ íå áóäåò, è ïîýòîìó ïîäñòðîêàì

(2|n) ∧ (n 6= 2) èëè ∃l(k � ïðîñòîå) ∧ (l � ïðîñòîå) ∧ (n = k + l)

îñìûñëåííîãî ïðåäëîæåíèÿ

(A) ¾∀n
(
(2|n) ∧ (n 6= 2) → ∃k∃l(k � ïðîñòîå) ∧ (l � ïðîñòîå) ∧ (n = k + l)

)
¿

íå ïîëó÷àåòñÿ ïðèäàòü êàêîé-ëèáî ñìûñë, ýòî âñåãî ëèøü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâî-
ëîâ.

22. Ïåðåâåäèòå íà ¾ÿçûê áåç ñóùåñòâèòåëüíûõ¿ ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ:
1) Âñå ñóäüè � þðèñòû.
2) Ñðåäè àäâîêàòîâ íåò ñóäåé.
3) Þðèñòû � ýòî íå òîëüêî ñóäüè è àäâîêàòû.
4) Ìàêñèì Ãîðüêèé è Àëåêñåé Ïåøêîâ � ýòî îäèí è òîò æå ÷åëîâåê.
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3.2 Ôîðìàëüíûå ÿçûêè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïðåäåëèì ôîðìàëüíûé ÿçûê ñ ôîðìàëüíûì ñèíòàêñèñîì, íà êî-
òîðîì ìîæíî áóäåò çàïèñûâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ. Êàêèå ÿçûêîâûå êîí-
ñòðóêöèè äëÿ ýòîãî ïîíàäîáÿòñÿ? Ïîñìîòðèì íà íåôîðìàëüíóþ ïîêà çàïèñü òèïè÷-
íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî óòâåðæäåíèÿ:

∀n
(
(2|n) ∧ (n 6= 2) → ∃k∃l(k � ïðîñòîå) ∧ (l � ïðîñòîå) ∧ (n = k + l)

)
Õî÷åòñÿ, ÷òîáû íàø ÿçûê "ïîääåðæèâàë":

1. Ïåðåìåííûå: n, k, l.
2. Êâàíòîðû: ∀n, ∃k.
3. Ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè: ∧, →.
4. Ïðåäèêàòû: ¾ÿâëÿòüñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì¿, =.
5. Ôóíêöèè: +. Ïîä ïðåäèêàòàìè áóäåì èìåòü â âèäó îòîáðàæåíèÿ èç íåêîòîðîãî

ìíîæåñòâà M âî ìíîæåñòâî {0, 1} èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé. Ïîä ôóíêöèÿìè � îòîá-
ðàæåíèÿ èç M èëè äåêàðòîâîé ñòåïåíè M â ñàìî æå ìíîæåñòâî M . Íàïðèìåð, ¾ÿâ-
ëÿòüñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì¿ � ýòî îòîáðàæåíèå N → {0, 1}, ðàâåíñòâî � ýòî îòîáðàæåíèå
N×N → {0, 1}, à ñëîæåíèå � ýòî îòîáðàæåíèå N×N → N. Ñèìâîëû + è = òîëüêî äëÿ
óäîáñòâà ïîñòàâëåíû ìåæäó ïåðåìåííûì, à íå ïåðåä íèìè. Ñ òåì æå óñïåõîì ìîæíî
áûëî èñïîëüçîâàòü çàïèñü = (2, 3) = 0, +(3, 8) = 11. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî çíàê
ðàâåíñòâà â ôîðìóëå +(3, 8) = 11 è âòîðîé çíàê ðàâåíñòâà â ôîðìóëå = (2, 3) = 0 �
ýòî ðàâåíñòâà óæå â ìåòàÿçûêå.

Ïðåæäå, ÷åì îïðåäåëÿòü ôîðìàëüíûé ÿçûê, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü àëôàâèò. Ïóñòü
íàø àëôàâèò ñîñòîèò èç ìàëåíüêèõ áóêâ ëàòèíñêîãî àëôàâèòà (ïåðåìåííûå), ñêîáîê,
ñèìâîëîâ ¬, ∧, ∨, →, ↔, ∀, ∃. Ïðàâäà, â ëàòèíñêîì àëôàâèòå âñåãî ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî áóêâ. È ïîýòîìó, ÷òîáû â ïðåäëîæåíèÿõ ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü ñêîëü óãîäíî
áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ èëè ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ, äîáàâèì â àëôàâèò åùå
ñèìâîë ¾′¿. Òîãäà ïåðåìåííûå ìîæíî áóäåò îáîçíà÷àòü òàê: x, x′, x′′ è ò.ä..

Ñëåäóþùèé øàã: îïðåäåëèì, êàêèå ôóíêöèîíàëüíûå è ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû áó-
äóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ÿçûêå. Ò.å. äîáàâèì â àëôàâèò åùå íåñêîëüêî ñèìâîëîâ (íàïðè-
ìåð, ¾ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì¿ è ¾+¿), íî ïðîñòî äîáàâèì èõ, à åùå çàïîìíèì èõ
âàëåíòíîñòü � ñêîëüêî ïåðåìåííûõ äîëæíî èäòè ïîñëå íèõ, ÷òîáû ïðåäëîæåíèå áûëî
ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíûì. Íàïðèìåð, ðàçóìíî ïîëîæèòü âàëåíòíîñòü ïðåäèêàòíîãî
ñèìâîëà ¾ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì¿ ðàâíîé îäíîìó, à âàëåíòíîñòü ôóíêöèîíàëüíî-
ãî ñèìâîëà + � ðàâíîé äâóì. Ïðîèçâîëüíûé íàáîð ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèìâîëîâ ñ óêàçàíèåì èõ âàëåíòíîñòè íàçûâàåòñÿ ñèãíàòóðîé ÿçûêà.

Òåïåðü íóæíî îïðåäåëèòü, êàêèå êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ (âûðàæåíèÿ)
ÿâëÿþòñÿ ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíûìè. Ýòî îïðåäåëåíèå áóäåò ðåêóðñèâíî. Äëÿ íà-
÷àëà îïðåäåëèì, ÷òî òàêîå òåðì:

1. Ïåðåìåííàÿ åñòü òåðì.

2. Åñëè t1, . . . , tk � òåðìû, à f � ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë âàëåíòíîñòè k > 0, òî
âûðàæåíèå f(t1, . . . , tk) åñòü òåðì.
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Åñëè P � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë âàëåíòíîñòè k > 0, à t1, . . . , tk � òåðìû, òî âû-
ðàæåíèå P (t1, . . . , tk) íàçûâàåòñÿ àòîìàðíûì ïðåäëîæåíèåì. Íàêîíåö, îïðåäåëèì, ÷òî
òàêîå (ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíîå) ïðåäëîæåíèå:

1. Àòîìàðíîå ïðåäëîæåíèå åñòü ïðåäëîæåíèå.

2. Åñëè ϕ � ïðåäëîæåíèå, òî ¬ϕ � ïðåäëîæåíèå.

3. Åñëè ϕ è ψ � ïðåäëîæåíèÿ, òî âûðàæåíèÿ (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ → ψ), (ϕ ↔ ψ)
òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïðåäëîæåíèÿìè.

4. Åñëè ϕ � ïðåäëîæåíèå, à x � ïåðåìåííàÿ, òî âûðàæåíèÿ ∀xϕ è ∃xϕ åñòü ïðåä-
ëîæåíèÿ.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíî î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 5. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïî ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè áóêâ àëôàâèòà, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëü-
íûì ïðåäëîæåíèåì, àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà.

Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíûå
ïðåäëîæåíèÿ è íàçûâàòü èõ ïðîñòî ïðåäëîæåíèÿìè.

Ïðèìåð 1. Ñèãíàòóðà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ñîñòîèò èç äâóõ äâóìåñò-
íûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ: = è 6. Â ýòîé ñèãíàòóðå ìîæíî çàïèñàòü, íàïðèìåð, òàêîå
ïðåäëîæåíèå:

∀x∀y(((x 6 y) ∧ (y 6 x)) → (x = y))

Èëè òàêîå:
∀x∃z(x 6 y)

Îáà áóäóò ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíûìè. À âîò ïðèìåð ñèíòàêñè÷åñêè íåïðàâèëüíîãî
ïðåäëîæåíèÿ:

)∀ = zz 6))y ∨ x∃

Ïðèìåð 2. Ñèãíàòóðà ãðóïïû ñîñòîèò èç äâóìåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà ·,
îäíîìåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà inv, íóëüìåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà
e (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåííûå çàïðåùàåòñÿ îáîçíà÷àòü áóêâîé e) è äâóìåñòíîãî
ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà =. Ïðèìåð ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ ýòîé ñèã-
íàòóðû:

∀x(inv(inv(x)) = x)

Ïðèìåð ñèíòàêñè÷åñêè íåïðàâèëüíîãî:

∀x∀y∃z(z = inv(x, y))
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Ïðèìåð 3. Ñèãíàòóðà àðèôìåòèêè ñîñòîèò èç äâóõ äâóìåñòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèìâîëîâ + è · è îäíîãî äâóìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà =.

Ïðèìåð 4. Ñèãíàòóðà òåîðèè ìíîæåñòâ ñîñòîèò èç äâóõ äâóìåñòíûõ ïðåäèêàòíûõ
ñèìâîëîâ: = è ∈. À çíà÷èò, íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ñèãíàòóðû ïåðâîãî ïðèìåðà. Ðàç-
ëè÷èå ìåæäó òåîðèåé ìíîæåñòâ è ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì ñîñòîèò íå â
òîì, êàêèå ïðåäëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíûìè, à â òîì, êàêîé ñìûñë
ìû ïðèäàåì ñèìâîëàì 6 è ∈. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàçëè÷èå ìåæäó íèìè íå â ñèíòàê-
ñèñå, à â ñåìàíòèêå.

3.3 Ñåìàíòèêà ÿçûêîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà

×òîáû ìîæíî áûëî ãîâîðèòü îá èñòèííîñòè ïðåäëîæåíèé, íóæíî êàêèì-òî îáðàçîì
èíòåðïðåòèðîâàòü âõîäÿùèå â ñèãíàòóðó ïðîïîçèöèîíàëüíûå è ôóíêöèîíàëüíûå ñèì-
âîëû, à òàêæå îïðåäåëèòü, ýëåìåíòàì êàêîãî ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóþò ïåðåìåííûå.
Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíàÿ ñèãíàòóðà ÿçûêà ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü
èíòåðïðåòàöèþ M ñèãíàòóðû Ω, íåîáõîäèìî:

1. Óêàçàòü íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî M , íàçûâàåìîå íîñèòåëåì èíòåðïðåòà-
öèè.

2. Êàæäîìó ïðåäèêàòíîìó ñèìâîëó âàëåíòíîñòè k ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå k-
ìåñòíûé ïðåäèêàò, ò.å. îòîáðàæåíèå Mk → {0, 1}.

3. Êàæäîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó âàëåíòíîñòè k ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
ôóíêöèþ k ïåðåìåííûõ, ò.å. îòîáðàæåíèå Mk → M (åñëè k = 0, òî Mk = {∅},
ò.å. ôóíêöèè îò íóëÿ ïåðåìåííûõ � ýòî ýëåìåíòû M , êîíñòàíòû).

Ïðèìåð 5. Ðàññìîòðèì òðè ðàçëè÷íûõ èíòåðïðåòàöèè ñèãíàòóðû (6,=) òåîðèè ÷à-
ñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà.

1. Ïóñòü íîñèòåëåì èíòåðïðåòàöèè M1 áóäåò ìíîæåñòâî M1 = Z, ïðåäèêàòíûé
ñèìâîë = îáîçíà÷àåò ñîâïàäåíèå ýëåìåíòîâ â Z, à ñèìâîëó 6 ïîñòàâëåí â ñîîò-
âåòñòâèå äâóìåñòíûé ïðåäèêàò P : Z× Z → {0, 1}, òàêîé ÷òî P6(m,n) = 1 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà m 6 n.

2. M2 îïðåäåëèì òî÷íî òàê æå, íî ñ Q âìåñòî Z.

3. Ïóñòü íîñèòåëåì M3 áóäåò ìíîæåñòâî M3 = R; P=(x, y) = 1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà |x− y| = 10; P6(x, y) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x2 + y2 = 1.

Åñëè ôèêñèðîâàíà èíòåðïðåòàöèÿ M ñèãíàòóðû Ω, òî óæå èìååò ñìûñë ãîâîðèòü
îá èñòèííîñòè ïðåäëîæåíèé. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, òàêîå ïðåäëîæåíèå â ñèãíàòóðå
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà:

(∗) ∀x∀y(((x 6 y) ∧ ¬(x = y)) → ∃z((x 6 z) ∧ (z 6 y) ∧ ¬(z = x) ∧ ¬(z = y)))
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Îíî èñòèííî â èíòåðïðåòàöèèM2, íî ëîæíî âM1 èM3. Åñëè ïðåäëîæåíèå ϕ èñòèííî
â èíòåðïðåòàöèè M, áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî òàê: M |= ϕ.

Ìû, ïðàâäà, çàáûëè îäíó äåòàëü. Íå âñÿêîìó ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíîìó ïðåäëî-
æåíèþ, äàæå åñëè çàäàíà èíòåðïðåòàöèÿ, ñîïîñòàâëåíî êàêîå-òî èñòèííîñòíîå çíà÷å-
íèå. Íàïðèìåð, áåññìûñëåííî ãîâîðèòü îá èñòèííîñòè ïðåäëîæåíèÿ

x+ 3 = 15,

äàæå åñëè ìû ôèêñèðîâàëè èíòåðïðåòàöèþ (ñêàæåì, M = N, + îçíà÷àåò ñëîæåíèå
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, = îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë). À âîò îá èñòèí-
íîñòè ïðåäëîæåíèé

∀x(x+ 3 = 15) èëè ∃x(x+ 3 = 15)

ãîâîðèòü óæå ìîæíî. Ïðåäëîæåíèå x + 3 = 15 ïëîõî òåì, ÷òî â íåì åñòü îäíà ïå-
ðåìåííàÿ x, ïðî êîòîðóþ íå ïîíÿòíî, ÷òî óòâåðæäàåòñÿ: ÷òî äëÿ ëþáîãî x èëè ÷òî
ñóùåñòâóåò x? Âõîæäåíèå ïåðåìåííîé (ò.å. êîíêðåòíûé ñèìâîë ïåðåìåííûé), êîòîðîå
íå ëåæèò â îáëàñòè äåéñòâèÿ íè îäíîãî êâàíòîðà ïî ýòîé ïåðåìåííîé, íàçûâàåòñÿ
ñâîáîäíûì. Íàçîâåì ïðåäëîæåíèå çàìêíóòûì, åñëè â íåì íåò ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé
ïåðåìåííûõ.

23. Èñòèííî ëè ïðåäëîæåíèå x = x â èíòåðïðåòàöèè (Z,=)?
Ðåøåíèå: íåò, èñòèííîñòü äëÿ ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ íå îïðåäåëåíà, ò.ê. îíî íå çà-

ìêíóòî: ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â îáëàñòü äåéñòâèÿ íèêàêîãî êâàíòîðà.

Èòàê, îäíî è òî æå çàìêíóòîå ïðåäëîæåíèå ìîæåò áûòü èñòèííî â îäíîé èíòåð-
ïðåòàöèè è ëîæíî â äðóãîé. Îêàçûâàåòñÿ, áûâàþò ïðåäëîæåíèÿ, èñòèííûå â ëþáîé
èíòåðïðåòàöèè. Ïðèìåð:

∀x∀y(P (x) → (P (x) ∨ P (y)))

Ýòî ïðåäëîæåíèå áóäåò èñòèííûì âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷òî òàêîå P è êàêîå ìíî-
æåñòâî ïðîáåãàþò x è y. Ïðåäëîæåíèÿ, èñòèííûå â ëþáîé èíòåðïðåòàöèè, íàçûâàþòñÿ
îáùåçíà÷èìûìè èëè òàâòîëîãèÿìè. Îáùåçíà÷èìîñòü ïðåäëîæåíèÿ ϕ áóäåì îáîçíà-
÷àòü òàê: |= ϕ. Ïðåäëîæåíèÿ, ëîæíûå â ëþáîé èíòåðïðåòàöèè, íàçûâàþòñÿ ïðîòèâî-
ðå÷èâûìè.

24. Ïóñòü P � äâóìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïðåäëîæåíèé
ÿâëÿþòñÿ îáùåçíà÷èìûìè?

1) ∀x∃yP (x, y) → ∃y∀xP (x, y);
2) ∃x∀yP (x, y) → ∀y∃xP (x, y).

25. Äëÿ êàæäîé ïàðû ýòèõ èíòåðïðåòàöèé ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðåäëîæåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ñèãíàòóðû, èñòèííîãî â îäíîé èíòåðïðåòàöèè è ëîæíîãî â äðóãîé:

1) N è Z, Ω = {<}
2) Q è Z, Ω = {<}
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3) N è Z, Ω = {+}
4) Q è Z, Ω = {+}
5) Q è R, Ω = {+, ·}

26. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðåäëîæåíèÿ â ñèãíàòóðå ãðóïïû
6) èñòèííîå â ëþáîé êîììóòàòèâíîé ãðóïïå è ëîæíîå â ëþáîé íåêîììóòàòèâíîé;
7) èñòèííîå â ëþáîé ãðóïïå, èçîìîðôíîé Z5, è ëîæíîå â ëþáîé äðóãîé ãðóïïå.

Ñóùåñòâóåò ëè ïðåäëîæåíèå, èñòèííîå â ëþáîé êîíå÷íîé ãðóïïå è ëîæíîå â ëþáîé
áåñêîíå÷íîé?

Î÷åíü ÷àñòî â ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ñèãíàòóðàõ áóäåò âñòðå÷àòüñÿ äâóìåñòíûé
ïðåäèêàòíûé ñèìâîë =, î êîòîðîì íå õîòåëîñü áû êàæäûé ðàç âñïîìèíàòü è îòäåëüíî
îïèñûâàòü, êàê åãî èíòåðïðåòèðîâàòü. Ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëü-
êî ò.í. íîðìàëüíûå ìîäåëè, ãäå ðàâåíñòâî âñåãäà èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñîâïàäåíèå
ýëåìåíòîâ â íîñèòåëå ìîäåëè.

Ñëóøàòåëè, êîíå÷íî, çàìåòèëè, ÷òî äëÿ âîçìîæíîñòè ðàññóæäåíèé î èíòåðïðåòà-
öèÿõ íåîáõîäèìî âñòàòü, õîòÿ áû ÷àñòè÷íî, íà ïëàòîíèñòè÷åñêóþ ïîçèöèþ. Âîçüìåì,
íàïðèìåð, ñèãíàòóðó ÿçûêà òåîðèè ìíîæåñòâ è èíòåðïðåòèðóåì åå òàê:M � ýòî êëàññ
âñåõ ìíîæåñòâ, ∈ � îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè, = � ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâ. Íî ÷òî
òàêîå ìíîæåñòâî? Âûõîä � ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îòíîñèòåëüíî ¾íàäåæíûå¿ èíòåð-
ïðåòàöèè. Ìàëî êòî óñîìíèòñÿ, ÷òî ëþáîå çàìêíóòîå ïðåäëîæåíèå â ñèãíàòóðå (+, ·),
èíòåðïðåòèðóåìîå ÷åðåç íàòóðàëüíûå ÷èñëà, áóäåò ëèáî èñòèííûì, ëèáî ëîæíûì.

27. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ëîæíî âî âñåõ èíòåðïðåòàöèÿõ ñ êîíå÷-
íûì íîñèòåëåì:

∀x∀y∀z(P (x, y) ∧ (P (y, z) → P (x, z)) ∧ ∀x¬P (x, x) ∧ ∀x∃yP (x, y)

3.4 Âûðàçèìîñòü ïðåäèêàòîâ

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ áûëî ñêàçàíî, ÷òî ñèãíàòóðà ôîðìàëüíîãî ÿçûêà àðèôìåòè-
êè ñîñòîèò òîëüêî èç äâóõ äâóìåñòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ + è · (è äâóìåñòíî-
ãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà =, íî î ðàâåíñòâå ìû áîëüøå íå áóäåì ãîâîðèòü ñïåöèàëüíî).
Îäíàêî â çàïèñè ãèïîòåçû Ãîëüäáàõà âñòðå÷àþòñÿ è äðóãèå ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû, íà-
ïðèìåð, ¾ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì¿ èëè ¾ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì¿. Êîíå÷íî, ìîæíî
áûëî ðàñøèðèòü ñèãíàòóðó, âêëþ÷èâ òóäà ýòè ñèìâîëû, à òàêæå äðóãèå: íóëüìåñòíûé
ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë 1, ïðåäèêàòíûé ñèìâîë ¾ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì¿ è ò.ä..
Íî ìîæíî ýòîãî è íå äåëàòü. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäëîæåíèå ¾n äåëèòñÿ íà 2¿ ýêâèâà-
ëåíòíî òàêîìó:

∃m(n = m+m)

Äàäèì òî÷íîå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôèêñèðîâàíà ñèãíàòóðà Ω è åå èíòåðïðåòàöèÿ
M. Ïóñòü ϕ � ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíîå ïðåäëîæåíèå ñèãíàòóðû Ω ñ k ñâîáîäíûìè
ïåðåìåííûìè x1, . . . , xk. Èñòèííîñòü ϕ â èíòåðïðåòàöèèM çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèé
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ïåðåìåííûõ x1, . . . , xk. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå Pϕ : Mk → {0, 1}. Ïðå-
äèêàò P íàçûâàåòñÿ âûðàçèìûì, åñëè P = Pϕ äëÿ íåêîòîðîãî ϕ. Ìíîæåñòâî A ⊂ M
íàçûâàåòñÿ âûðàçèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé îäíîìåñòíûé âûðàçèìûé ïðåäèêàò P ,
÷òî a ∈ A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P (a) = 1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðåäèêàò âûðàçèì â ÿçûêå, åñëè åãî ìîæíî îïèñàòü ïðåäëîæå-
íèåì ýòîãî ÿçûêà. Íàïðèìåð, ïðåäèêàò ¾ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì¿ âûðàçèì â (N,+, ·).
Ìîæíî åùå ïðèâåñòè òàêóþ àíàëîãèþ: ïðåäñòàâüòå, ÷òî âû ñòîëêíóëèñü ñ âíåçåìíîé
öèâèëèçàöèåé. Èíîïëàíåòÿíå ïîíèìàþò, ÷òî òàêîå N, ÷òî òàêîå + è ÷òî òàêîå ·. Ñìî-
æåòå ëè âû èì îáúÿñíèòü, ÷òî òàêîå ÷åòíîå ÷èñëî? Äà, êîíå÷íî: ÷åòíûå ÷èñëà � ýòî â
òî÷íîñòè íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ðàñêëàäûâàþùèåñÿ â ñóììó äâóõ ðàâíûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Ñìîæåòå ëè âû îáúÿñíèòü, ÷òî òàêîå 1? Òîæå äà, ò.ê. 1 õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî åñëè ëþáîå ÷èñëî äîìíîæèòü íà 1, òî îíî íå èçìåíèòñÿ. Íà íàó÷íîì
ÿçûêå ýòî ìîæíî ñêàçàòü òàê: ïðåäèêàò n = 1 âûðàçèì â (N,+, ·) ïðåäëîæåíèåì

∀m(mn = m)

Ïðàâäà, ýòà àíàëîãèÿ àêòóàëüíà òîëüêî ïðè îäíîì äîïóùåíèè: åñëè â îáúÿñíåíèÿõ
îãðàíè÷èâàòüñÿ òîëüêî ëîãèêîé ïåðâîãî ïîðÿäêà. ×òî òàêîå ëîãèêà íå-ïåðâîãî ïîðÿä-
êà? Â øêîëå îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îáúÿñíÿþò ÷åðåç ñëîæåíèå:
÷òîáû ïåðåìíîæèòü ÷èñëà m è n, íóæíî n ðàç ñëîæèòü m ñ ñàìèì ñîáîé. Ñëåäóÿ ýòîé
èäåå, ìîæíî ïîïðîáîâàòü âûðàçèòü òðåõìåñòíûé ïðåäèêàò mn = k â (N,+) ïðåäëî-
æåíèåì

m+ . . .+m(n ðàç) = k

Íî ýòî ïðåäëîæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåíèåì íà ÿçûêå ïåðâîãî ïîðÿäêà! Â íåì
äåëàåòñÿ óæàñíàÿ âåùü: ïåðåìåííàÿ n ó÷àñòâóåò â îïèñàíèè ñàìîãî ïðåäëîæåíèÿ! È
íåèçâåñòíî, ê êàêèì ïàðàäîêñàì ýòî ìîæåò ïðèâåñòè. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåì òåêñòå ìû
èçó÷àåì òîëüêî ÿçûêè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

28. Âûðàçèòå ñëåäóþùèå ïðåäèêàòû â (N,+, ·):
1) n � ïðîñòîå;
2) n ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû òðåõ êâàäðàòîâ;
3) n 6 m;
4) n = 14;
5) n|m;
6) a è b � âçàèìíî ïðîñòûå;
7) q åñòü ÷àñòíîå ïðè äåëåíèè a íà b;
8) r åñòü îñòàòîê ïðè äåëåíèè a íà b;
9) n � ñòåïåíü äâîéêè. Ïîäñêàçêà: ñòåïåíè äâîéêè õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî âñå

èõ íååäèíè÷íûå äåëèòåëè ÷åòíû.

29. Ïåðåïèøèòå ãèïîòåçó Ãîëüäáàõà â ñèãíàòóðå (+, ·).

Ñóùåñòâóþò ëè íåâûðàçèìûå â (N,+, ·) ìíîæåñòâà? Èç ìîùíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò (ñóùåñòâóåò ëèøü ñ÷åòíîå ÷èñëî ïðåäëîæåíèé, à ïîäìíî-
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æåñòâ â N êîíòèíóóì). Íî êàê ïðèâåñòè ïðèìåð? Âåäü ìû ïî ñóòè íå çíàåì î íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñëàõ íè÷åãî, êðîìå ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ? Ìû äàæå óâèäèì, ÷òî ÿçûê
(+, ·) íàñòîëüêî áîãàò, ÷òî âûðàçèìî ëþáîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî! Ñêîðî áóäåò
äîêàçàíî, ÷òî äàæå íåïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî N\S íåîñòàíàâëèâàþùèõñÿ ïðîãðàìì
âûðàçèìî! Ñìîæåì ëè ìû ïðèäóìàòü ìíîæåñòâî, åùå áîëåå óæàñíîå, ÷åì N\S? Îêà-
çûâàåòñÿ, ñ òàêèì ìíîæåñòâîì ìû èìååì äåëî êàæäûé äåíü.

30. Âûðàçèòå ñëåäóþùèå ïðåäèêàòû â ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðïðåòàöèÿõ:
1) n = m+ 1 â (N, <);
2) n = m+ 2 â (Z, <);
3) xy = z â (R,+, y = x2).

31. Ðàññìîòðèì ñèãíàòóðó ñ äâóìåñòíûì ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì P è åå íîðìàëüíóþ
èíòåðïðåòàöèþ ñ íîñèòåëåì R2 è ïðåäèêàòîì ¾íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè 1¿. Âûðàçè-
òå ïðåäèêàòû ¾íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè 2¿, ¾íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå 2¿,
¾íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè 1/2¿.

32. Ðàññìîòðèì ñèãíàòóðó ñ òðåõìåñòíûì ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì C è åå íîðìàëüíóþ
èíòåðïðåòàöèþ ñ íîñèòåëåì R2, ãäå C(x, y, z) îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè x è y ðàâíîóäàëåíû
îò òî÷êè z. Âûðàçèòå ñëåäóþùèå ïðåäèêàòû:

1) Òî÷êè A, B, C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïîäñêàçêà: ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùå-
ñòâóåò äðóãîé òî÷êè C ′, íàõîäÿùåéñÿ íà òåõ æå ðàññòîÿíèÿõ îò A è B, ÷òî è òî÷êà
C.

2) Ïðÿìûå AB è CD ïàðàëëåëüíû.
3) Òî÷êè A, B, C è D ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïàðàëëåëîãðàììà.
4) |AB| = |CD|.
5) |OA| 6 |OB|. Ïîäñêàçêà: Íàïèøèòå, ÷òî âñå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç A, ïå-

ðåñåêàþòñÿ ñ îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà OB ñ öåíòðîì O.

Óòâåðæäåíèå 6. Ñâîéñòâà âûðàçèìûõ â (Ω,M) ìíîæåñòâ:
1) Åñëè A ⊂M è B ⊂M âûðàçèìû, òî A ∩B âûðàçèìî.
2) Åñëè A ⊂M è B ⊂M âûðàçèìû, òî A ∪B âûðàçèìî.
3) Åñëè A ⊂M âûðàçèìî, òî M\A âûðàçèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðèâèàëüíî. Íàïðèìåð, åñëè ïðåäëîæåíèÿ ϕ è ψ ñî ñâîáîäíûìè
ïåðåìåííûìè y è z âûðàæàþò ìíîæåñòâà A è B ñîîòâåòñòâåííî, òî ïðåäëîæåíèå ϕ∧ψ,
â êîòîðîì âñå ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ y è z çàìåíåíû íà x, âûðàæàåò ìíîæåñòâî A∩B.
�

Ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ íå ê âûðàçèìîñòè ïðåäèêàòîâ, à ê íåêîòîðûì
äðóãèì óðîâíÿì âûðàçèìîñòè.

33. Èíîïëàíåòÿíå çíàþò òîëüêî îäèí êâàíòîð: ñóùåñòâîâàíèå (è çíàþò âñå ëîãè÷åñêèå
ñâÿçêè). Ñìîæåì ëè ìû èì îáúÿñíèòü, ÷òî òàêîå ∀? Ñìîæåì ëè ìû îáúÿñíèòü, ÷òî
òàêîå ∃, åñëè îíè çíàþò òîëüêî ∀?
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Ðåøåíèå: ñìîæåì, ò.ê. ïðåäëîæåíèÿ ∀xP (x) è ¬∃x¬P (x) èñòèííû â îäíèõ è òåõ æå
èíòåðïðåòàöèÿõ (ýêâèâàëåíòíû). Ïðåäëîæåíèÿ ∃xP (x) è ¬∀x¬P (x) òîæå ýêâèâàëåíò-
íû.

34. Èíîïëàíåòÿíå çíàþò, ÷òî òàêîå ¾è¿ è ¾íå¿. Ñìîæåì ëè ìû èì îáúÿñíèòü, ÷òî òàêîå
¾èëè¿? Ñìîæåì ëè ìû îáúÿñíèòü ëþáóþ ëîãè÷åñêóþ ñâÿçêó (áóëåâó ôóíêöèþ äâóõ
ïåðåìåííûõ)? Òîò æå âîïðîñ äëÿ íàáîðîâ {∨,¬}, {→,¬}, {→, 0} è íàáîðîâ {∨,∧},
{∨,∧,↔}, {∨,∧, 0, 1}.

3.5 Àâòîìîðôèçìû èíòåðïðåòàöèé è íåâûðàçèìîñòü

Êàê ìîæíî äîêàçûâàòü íåâûðàçèìîñòü ïðåäèêàòîâ?

35. Âûðàçèì ëè ïðåäèêàò x = 0 â (Z,6)?

Êàæåòñÿ, ÷òî íåò, ïîòîìó ÷òî ìîæíî ñäâèíóòü Z íà åäèíèöó âïðàâî: òàêîé ñäâèã
íå ïîâëèÿåò íà îòíîøåíèå 6, íî ïåðåâåäåò 0 â íå-0. Äàäèì òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü M1 = (M1, {Pα
1 }, {f

β
1 }) è M2 = (M2, {Pα

2 }, {f
β
2 }) � äâå èíòåðïðåòàöèè ñèã-

íàòóðû Ω. Èçîìîðôèçìîì èíòåðïðåòàöèéM1 èM2 íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå h : M1 →
M2, òàêîå ÷òî

1. h � áèåêöèÿ.
2. Äëÿ ëþáîãî α è ëþáûõ x1, . . . , xk ∈M1 âûïîëíÿåòñÿ

Pα
1 (x1, . . . , xk) = Pα

2 (h(x1), . . . , h(xk))

3. Äëÿ ëþáîãî β è ëþáûõ x1, . . . , xk ∈M1 âûïîëíÿåòñÿ

h(fβ
1 (x1, . . . , xk)) = fβ

2 (h(x1), . . . , h(xk))

Ïîñëåäíèå äâà óñëîâèÿ ìîæíî áîëåå êðàòêî ïåðåïèñàòü íà ÿçûêå êîììóòàòèâíûõ
äèàãðàìì:

Pα
2 ◦ h = Pα

1 , fβ
2 ◦ h = h ◦ fβ

1

Àâòîìîðôèçìàìè íàçûâàþò èçîìîðôèçìû M→M. Ïðåäèêàò P èíòåðïðåòàöèè M
íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî àâòîìîðôèçìîâ ýòîé èíòåðïðåòàöèè, åñëè äëÿ
ëþáîãî àâòîìîðôèçìà h âûïîëíåíî P ◦h = P . Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå (åãî ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåò èíäóêöèè ïî ïîñòðîåíèþ ïðåäëîæåíèÿ,
âûðàæàþùåãî ïðåäèêàò):

Óòâåðæäåíèå 7. Ïðåäèêàò, âûðàçèìûé â äàííîé èíòåðïðåòàöèè, óñòîé÷èâ îòíî-
ñèòåëüíî åå àâòîìîðôèçìîâ.

36. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïðåäèêàòû íåâûðàçèìû â ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðïðå-
òàöèÿõ:

1) x = 1 â (Q, <,+)
2) x = 1/2 â (R, <, 0, 1)
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3) x < y â (Z,+)
4) z = 0 â (Z, y = x+ 1)
5) x = 2 â (N, ·)
6) x =

√
2 â (R,+, 0, 1)

Î÷åíü ÷àñòî ó èíòåðïðåòàöèé íåò íåòðèâèàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ. Ðàññìîòðèì ñèã-
íàòóðó ñ ðàâåíñòâîì, îäíîìåñòíûì ôóíêöèîíàëüíûì ñèìâîëîì S è åå èíòåðïðåòàöèþ
ñ íîñèòåëåì N, ãäå S îçíà÷àåò ïðèáàâëåíèå åäèíèöû.

37. Âûðàçèòå â (N, S) ñëåäóþùèå ïðåäèêàòû:
1) y = x+ 2
2) x = 0
3) x = 1

Òåì íå ìåíåå, âûðàçèòü â (N, S) ñòàíäàðòíûå ìíîæåñòâà, âûðàçèìûå â (N,+, ·)
(òèïà ìíîæåñòâà ÷åòíûõ ÷èñåë èëè ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë), êàê ïðàâèëî, íå ïî-
ëó÷àåòñÿ. Îäíàêî ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà íåâûðàçèìîñòè ñ ïîìîùüþ àâòîìîðôèçìîâ
èíòåðïðåòàöèè çäåñü íå ïîìîæåò!

38. Äîêàæèòå, ÷òî ó èíòåðïðåòàöèè (N, S) íåò íåòðèâèàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ.

39. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïðåäëîæåíèå â (N, S) ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó áåñêâàí-
òîðíîìó ïðåäëîæåíèþ â (N, S, 0). Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî â (N, S) âûðàçèìû òîëüêî
îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû âèäà x = a èëè äâóìåñòíûå ïðåäèêàòû âèäà y = x+ a, ãäå a
� êàêîå-òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

40. Êàê â èíòåðïðåòàöèè (N, S) âûðàçèòü ïðåäèêàò x = 1000000 ïðåäëîæåíèåì, êîòî-
ðîå ïîìåñòèòñÿ íà ëèñò áóìàãè?

41. Äîêàæèòå, ÷òî ó èíòåðïðåòàöèè (N,+) íåò íåòðèâèàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ. Ïðè-
âåäèòå ïðèìåð íåòðèâèàëüíîãî àâòîìîðôèçìà (N, ·).

3.6 Âûðàçèìîñòü â àðèôìåòèêå

Â èíòåðïðåòàöèè (N,+, ·) ìû óæå âûðàçèëè íåìàëî ïðåäèêàòîâ: x = 0, x = 1, x = 100,
x < y, x|y, x � ïðîñòîå, x � ñòåïåíü äâîéêè è ò.ä.. Îêàçûâàåòñÿ, ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ äîñòàòî÷íî äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàçèòü ëþáîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæå-
ñòâî! Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íóæíî ïðèäóìàòü êàêîé-òî ìåòîä êîäè-
ðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé ìàøèíû Òüþðèíãà íåêîòîðûì àðèôìåòè÷åñêèì ïðåäèêàòîì.
×àñòíàÿ çàäà÷à: íàó÷èòüñÿ êîäèðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïðî-
èçâîëüíîé äëèíû, íå ïðèáåãàÿ ê ëîãèêå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëèì ò.í. β-ôóíêöèþ Ãåäåëÿ. Ïóñòü a, b, i � íàòóðàëüíûå ÷èñëà (äëÿ óäîá-
ñòâà 0 â íàñòîÿùåì òåêñòå òîæå ñ÷èòàåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì) è β(a, b, i) åñòü îñòà-
òîê ïðè äåëåíèè a íà (i+ 1)b+ 1. Ïðåäèêàò β(a, b, i) = k, î÷åâèäíî, âûðàçèì.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî l è ëþáîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè k0, k1, . . . , kl−1, ñó-
ùåñòâóåò b, áîëüøåå âñåõ ýëåìåíòîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è òàêîå, ÷òî ÷èñëà
b+ 1, 2b+ 1, . . . , lb+ 1 ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì b = l! · (max{k0, . . . , kl−1}+ 1). Îò ïðîòèâíîãî: ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ i, j < l ÷èñëà ib+ 1 è jb+ 1 íå âçàèìíî ïðîñòû è äåëÿòñÿ íà
íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî p. Òîãäà è èõ ðàçíîñòü b(i− j) äåëèòñÿ íà p. Â ëþáîì ñëó÷àå
b äåëèòñÿ íà p (åñëè i− j äåëèòñÿ íà p, òî p < l è, ñëåäîâàòåëüíî, b äåëèòñÿ íà p). Íî
òîãäà ib+ 1 íå äåëèòñÿ íà p. Ïðîòèâîðå÷èå.�

Óòâåðæäåíèå 8. Äëÿ ëþáîãî l è ëþáîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè k0, k1, . . . , kl−1,
ñóùåñòâóþò òàêèå a è b, ÷òî β(a, b, i) = ki äëÿ ëþáîãî èíäåêñà i = 0, . . . , l − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåé ëåììû ïðèìåíåíèåì êèòàéñêîé òåîðå-
ìû îá îñòàòêàõ.�

Òåïåðü ìû óìååì êîäèðîâàòü ïðîèçâîëüíóþ êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ âñåãî òðåõ ÷èñåë a, b è l! Êàê ýòî ïîìîæåò â âûðàæåíèè
ïðåäèêàòîâ? Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, òðåõìåñòíûé ïðåäèêàò xy = z. Ìîæåò ïîêàçàòü-
ñÿ, ÷òî åãî íå âûðàçèòü â (N,+, ·), îãðàíè÷èâàÿñü òîëüêî ñðåäñòâàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà,
ïîäîáíî òîìó êàê ïðåäèêàò x · y = z íå âûðàçèì â (N,+). Íî β-ôóíêöèÿ Ãåäåëÿ äàåò
âîçìîæíîñòü çàêîäèðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x, x2, . . . , xy è âûðàçèòü xy = z ñëåäó-
þùèì ïðåäëîæåíèåì:

∃a∃b[β(a, b, 0) = 1 ∧ ∀i(i < y → β(a, b, i+ 1) = β(a, b, i) · x) ∧ β(a, b, y) = z]

Ïðèøëî âðåìÿ íàó÷èòüñÿ âûðàæàòü ëþáîé ðàçðåøèìûé ïðåäèêàò. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, ïî ïðîèçâîëüíîé ïðîãðàììå, ïðèíèìàþùåé íà âõîä k íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, è
âîçâðàùàþùåé ¾0¿ èëè ¾1¿, íóæíî ïîñòðîèòü àðèôìåòè÷åñêîå ïðåäëîæåíèå, èñòèí-
íîå, êîãäà ïðîãðàììà âîçâðàùàåò ¾1¿, è ëîæíîå, êîãäà ïðîãðàììà âîçâðàùàåò ¾0¿.

Äëÿ ýòîé öåëè ðàçóìíî îãðàíè÷èòü ñðåäñòâà íàøåãî àáñòðàêòíîãî ÿçûêà ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Îïèøåì ôîðìàëüíûé ÿçûê Abstract C� �. Ðàçðåøèì èñïîëüçîâàòü òîëüêî:

1. Îïåðàòîðû ïðèñâàèâàíèÿ âèäà a=8; èëè a=b;

2. Îïåðàöèè óâåëè÷åíèå èëè óìåíüøåíèÿ ïåðåìåííûõ íà åäèíè÷êó: a; èëè a++;

3. Îïåðàòîðû ïåðåõîäà íà äðóãóþ ñòðî÷êó ïðîãðàììû âèäà goto 17;

4. Óñëîâíûå êîíñòðóêöèè âèäà if (a==0) goto 226;

5. Îïåðàòîð çàâåðøåíèÿ ðàáîòû ïðîãðàììû: stop;

Ëþáóþ ïðîãðàììó íà ÿçûêå Abstract C ìîæíî ïåðåïèñàòü íà Abstract C� �. Ïî-
íÿòíî òàêæå, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ íåáîëüøèì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ, ñêàæåì, äâóìÿ
ïåðåìåííûìè u è v (â äîïîëíåíèå ê âõîäíûì ïåðåìåííûì). Ìàññèâû ïðîèçâîëüíîé
êîíå÷íîé äëèíû ìîæíî êîäèðîâàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè ïðè ïîìîùè ðàçëîæåíèÿ
íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Íàïðèìåð, ìàññèâ [4,1,3,3] áóäåò êîäèðîâàòüñÿ êàê ÷èñëî
1029000 = 24 · 31 · 53 · 73. Äîãîâîðèìñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðîãðàììû � ýòî çíà-
÷åíèå ïåðåìåííîé u, êîãäà âûïîëíåíèå ïðîãðàììû äîøëî äî êîìàíäû stop. Åñëè ìû
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âû÷èñëÿåì ïðåäèêàò, à íå ôóíêöèþ ñî çíà÷åíèÿìè â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, òî ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî 0 îçíà÷àåò ëîæü, à ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî � èñòèíó. Äîãîâîðèìñÿ
åùå, ÷òî çíà÷åíèå íåèíèöèàëèçèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ ðàâíî 0.

Ïðèìåð 6. Ñëåäóþùàÿ ïðîãðàììà âû÷èñëÿåò ïðåäèêàò x 6 y:

x--;

y--;

if (x==0) goto 6;

if (y==0) goto 7;

goto 1;

u=1;

stop;

Çàêîäèðóåì òåïåðü ëþáîé ðàçðåøèìûé ïðåäèêàò íåêîòîðûì àðèôìåòè÷åñêèì ïðåä-
ëîæåíèåì. Äëÿ êðàòêîñòè îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî îäíîìåñòíûìè ïðåäèêàòàìè. Íàì ïî-
íàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ïðîòîêîëà. Ïðîòîêîë ðàáîòû ïðîãðàììû � ýòî äàííûå, îïèñûâà-
þùèå ñîñòîÿíèå àáñòðàêòíîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíû, âûïîëíÿþùåé ïðîãðàììó, íà
âñåõ ýòàïàõ åå ðàáîòû. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîòîêîë � ýòî ïîëíàÿ èñòîðèÿ ðàáîòû ïðî-
ãðàììû íà êàêîì-òî êîíêðåòíîì âõîäå Íàïðèìåð, äëÿ ìàøèíû Òüþðèíãà ïðîòîêîë
� ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïîðÿäî÷åííûõ ïàð: äàííûå íà ëåíòå è ñîñòîÿíèå ìàøèíû.
Äëÿ ïðîãðàìì íà ÿçûêå Abstract C� � ñîñòîÿíèå èñïîëíÿþùåé ìàøèíû îïðåäåëÿåòñÿ:

1. Çíà÷åíèÿìè âñåõ ïåðåìåííûõ: îäíîé âõîäíîé è äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ.

2. Óêàçàíèåì, êàêàÿ ñòðî÷êà â äàííûé ìîìåíò âûïîëíÿåòñÿ.

Ïîýòîìó ïðîòîêîë ðàáîòû ïðîãðàììû íà ÿçûêå Abstract C� � � ýòî ÷åòûðå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè: (x0, . . . , xt), (u0, . . . , ut), (v0, . . . , vt), (p0, . . . , pt), ãäå, íàïðèìåð, u14
åñòü çíà÷åíèå âòîðîé ïåðåìåííîé íà ÷åòûðíàäöàòîì øàãå âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû.
Íî âñå ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî çàêîäèðîâàòü ñ ïîìîùüþ β-ôóíêöèè Ãåäåëÿ! À
èìåííî, ðàññìîòðèì òàêîå ïðåäëîæåíèå ñèãíàòóðû (+, ·) ñ îäíèì ïàðàìåòðîì x:

∃t∃ax∃bx∃au∃bu∃av∃bv∃ap∃bp[Code(x, t, ax, bx, au, bu, av, bv, ap, bp)],

ãäå ïðåäëîæåíèå Code(. . .) â ñêîáêàõ òàêîå:

x = β(ax, bx, 0) ∧ β(au, bu, 0) = 0 ∧ β(av, bv, 0) = 0 ∧ β(ap, bp, 0) = 1∧

∧β(ap, bb, t) = M ∧ β(au, bu, t) 6= 0 ∧ ∀i[(i < t) → Step(. . .)],

ãäå M ∈ N � íîìåð ñòðî÷êè, íà êîòîðîé ïðîãðàììà çàêîí÷èëà ðàáîòó, à ïðåäëîæåíèå

Step(β(ax, bx, i), . . . , β(ap, bp, i), β(ax, bx, i+ 1), . . . , β(ap, bp, i+ 1))

ñâÿçûâàåò ïðîòîêîë ðàáîòû ïðîãðàììû ñ ñàìèì òåêñòîì ïðîãðàììû. Íàïðèìåð, äëÿ
(äîâîëüíî áåññìûñëåííîé) ïðîãðàììû
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u=x;

if (u==0) goto 1;

stop;

ïðåäëîæåíèå Step(x, u, v, p, x′, u′, v′, p′) áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

[(p = 1) → (x′ = x ∧ u′ = x ∧ v′ = v ∧ p′ = 2)]∧

∧[(p = 2 ∧ u = 0) → (x′ = x ∧ u′ = u ∧ v′ = v ∧ p′ = 1)]∧

∧[(p = 2 ∧ u 6= 0) → (x′ = x ∧ u′ = u ∧ v′ = v ∧ p′ = 2)] ∧ [p 6= 3].

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 2. Ëþáîé ðàçðåøèìûé ïðåäèêàò P : Nk → {0, 1} âûðàçèì â (N,+, ·).

Ñëåäñòâèå 1. Ëþáîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî A ⊂ N âûðàçèìî â (N,+, ·).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü χ∗
A � ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A. Äâó-

ìåñòíûé ïðåäèêàò ¾ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ χ∗
A, çàêàí÷èâàåò ðàáîòó íà âõîäå x çà t

øàãîâ¿ ðàçðåøèì. Ñëåäîâàòåëüíî, îí âûðàæàåòñÿ íåêîòîðûì àðèôìåòè÷åñêèì ïðåä-
ëîæåíèåì Q(x, t). Òîãäà ïðåäëîæåíèå ∃tQ(x, t) âûðàæàåò ìíîæåñòâî A. �

Ýòî óòâåðæäåíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîé òåîðåìû Ãåäåëÿ î
íåïîëíîòå.

4 ×òî òàêîå äîêàçàòåëüñòâî?

4.1 Ôîðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà

Ïåðâàÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû àêñèîì àðèô-
ìåòèêè ñóùåñòâóþò èñòèííûå àðèôìåòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ, íå äîêàçóåìûå â ýòîé
ñèñòåìå àêñèîì. Íî òåîðåìà Ãåäåëÿ � ýòî òåîðåìà, è ìû âðîäå êàê äàæå ñîáèðàåìñÿ
åå äîêàçàòü. Ò.å. ìû ñîáèðàåìñÿ äîêàçàòü òåîðåìó î äîêàçàòåëüñòâàõ! Íåò ëè çäåñü
ëîãè÷åñêîãî êðóãà?

Äåëî â òîì, ÷òî â ïîñëåäíåì ïðåäëîæåíèè ñëîâî ¾äîêàçàòü¿ óïîòðåáëÿåòñÿ â äâóõ
ðàçíûõ ñìûñëàõ. Êîãäà ìû ãîâîðèì, ÷òî äîêàæåì òåîðåìó Ãåäåëÿ, òî èìååì â âè-
äó îáû÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî, âðîäå, íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâà òîãî,
÷òî ëþáîå ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëèìî. Íî òåîðåìà Ãåäåëÿ óòâåðæäàåò íå÷òî
î ôîðìàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ. Òåîðåìà Ãåäåëÿ ôîðìóëèðóåòñÿ íå íà ôîðìàëüíîì
ÿçûêå àðèôìåòèêè, à íà ìåòàÿçûêå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî ìåòàòåîðåìà. Â ýòîì íåò
íè÷åãî îñîáåííî óäèâèòåëüíîãî: ïðàêòè÷åñêè âñå òåîðåìû íàñòîÿùåãî êóðñà ÿâëÿþò-
ñÿ ìåòàòåîðåìàìè. Íàïðèìåð: ëþáîé âûðàçèìûé â èíòåðïðåòàöèè ïðåäèêàò óñòîé÷èâ
îòíîñèòåëüíî åå àâòîìîðôèçìîâ. Èëè: ìíîæåñòâî äîêàçóåìûõ ïðåäëîæåíèé ïåðå÷èñ-
ëèìî.
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×åì æå îòëè÷àþòñÿ äîêàçàòåëüñòâà îò ôîðìàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ? Ôîðìàëüíîå
äîêàçàòåëüñòâî � ýòî íåêîòîðûé òåêñò, ñîñòîÿùèé èç ñòðî÷åê è óäîâëåòâîðÿþùèé
îïðåäåëåííûì ñèíòàêñè÷åñêèì ïðàâèëàì, íàïðèìåð:

1. Êàæäàÿ ñòðî÷êà � çàìêíóòîå ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíîå ïðåäëîæåíèå íåêîòî-
ðîé ñèãíàòóðû Ω.

2. Êàæäàÿ ñòðî÷êà ÿâëÿåòñÿ ëèáî àêñèîìîé òåîðèè, ëèáî ïîëó÷åíà èç ïðåäûäóùèõ
ñòðîê äîêàçàòåëüñòâà ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ñèíòàêñè÷åñêîãî ïðàâèëà (èìåííî
ñèíòàêñè÷åñêîãî, à íå ëîãè÷åñêîãî) èç çàðàíåå ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà ïðàâèë.

3. Ïîñëåäíÿÿ ñòðî÷êà òåêñòà � äîêàçûâàåìîå ïðåäëîæåíèå.

Îïðåäåëèì ñòðîãî, ÷òî òàêîå àêñèîìû, òåîðèè, è êàêèå èìåííî ñèíòàêñè÷åñêèå ïðà-
âèëà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü.

Îïðåäåëåíèå 5. Òåîðèÿ � ýòî ïðîèçâîëüíûé íàáîð çàìêíóòûõ ïðåäëîæåíèé ñèã-
íàòóðû Ω. Ýòè ïðåäëîæåíèÿ íàçûâàþòñÿ àêñèîìàìè òåîðèè. Òåîðèÿ è ñèñòåìà
àêñèîì � ñèíîíèìû.

Îïðåäåëåíèå 6. Ìîäåëü òåîðèè � ýòî òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû Ω, â êî-
òîðîé èñòèííû âñå àêñèîìû ýòîé òåîðèè. Òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè ó
íåå ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ìîäåëü.

Ïðèìåð 7. Ðàññìîòðèì ñèãíàòóðó (·, inv, e). Òåîðèÿ ãðóïïû ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ
àêñèîì. Àêñèîìû ðàâåíñòâà (â ëþáîé ñèãíàòóðå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìû
ïðåäïîëàãàåì òàêæå äâóìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë =):

1. ∀x(x = x)
2. ∀x∀y((x = y) → (y = x))
3. ∀x∀y∀z(((x = y) ∧ (y = z)) → (x = z))
4. Ñõåìà àêñèîì ∀x∀y(x = y → ϕ(x) = ϕ(y)) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n è ëþáîãî

n-ìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî èëè ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà ϕ.
È, ñîáñòâåííî, àêñèîìû ãðóïïû:

5. ∀x∀y∀z((x · y) · z = x · (y · z))
6. ∀x(x · e = x ∧ e · x = x)
7. ∀x(x · inv(x) = e ∧ inv(x) · x = e)

×òî òàêîå ñõåìà àêñèîì? Ýòî âñåãî ëèøü ñïîñîá êðàòêî çàïèñûâàòü áåñêîíå÷íîå
÷èñëî àêñèîì. Ò.å. ÷åòâåðòûé ïóíêò â ïðåäûäóùåì ñïèñêå ñîîòâåòñòâóåò íå îäíîé
àêñèîìå, à áåñêîíå÷íî áîëüøîìó èõ ÷èñëó: âìåñòî ϕ ìîæíî áðàòü ëþáîé ïðåäèêàòíûé
èëè ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë (â ñëó÷àå òåîðèè ãðóïïû èìååò ñìûñë áðàòü òîëüêî
ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû). Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî ïðèâåäåííîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
çàìêíóòûõ ïðåäëîæåíèé ðàçðåøèìî. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî íàïèñàòü ïðîãðàììó, ïî
ïðîèçâîëüíîé ñòðî÷êå òåêñòà îïðåäåëÿþùóþ, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ñòðî÷êà àêñèîìîé âèäà
(4).
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Äëÿ êðàòêîñòè äîãîâîðèìñÿ âêëþ÷àòü àêñèîìû ðàâåíñòâà â ëþáóþ òåîðèþ, ãäå
ðàâåíñòâî åñòü â ñèãíàòóðå. Òîãäà ìîæíî áóäåò ñ÷èòàòü, ÷òî â òåîðèè ãðóïïû âñåãî 3
àêñèîìû. Âïðî÷åì, êîëè÷åñòâî àêñèîì â òåîðèè íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè. Íàïðèìåð,
âìåñòî àêñèîì A1, A2, A3 ìû ìîãëè çàïèñàòü îäíó àêñèîìó A1∧A2∧A3, ÷òî íèêàê áû
íå îòðàçèëîñü íà ìîäåëÿõ. Ñèñòåìà àêñèîì ãðóïïû, î÷åâèäíî, ñîâìåñòíà. Áîëåå òîãî,
ó íåå ñóùåñòâóåò, êàê ìû çíàåì, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ìîäåëåé.

Ïðèìåð 8. Ðàññìîòðèì ñèãíàòóðó (·) (c ðàâåíñòâîì) è ñèñòåìó àêñèîì:
1. ∀x∀y∀z((x · y) · z = x · (y · z))
2. ∃z∀x[(x · z = x ∧ z · x = x) ∧ ∃y(x · y = z ∧ y · x = z)]

Ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðàÿ òåîðèÿ, íå ñîâïàäàþùàÿ ñ ïðåäûäóùåé. Îäíàêî â íåêîòîðîì,
íå óòî÷íåííîì ïîêà ñìûñëå îíà áóäåò ýêâèâàëåíòíà òåîðèè ãðóïïû.

Ïðèìåð 9. Ðàññìîòðèì ñèãíàòóðó (0,+, ·, S), ãäå S � îäíîìåñòíûé ôóíêöèîíàëü-
íûé ñèìâîë, è ñèñòåìó àêñèîì Ïåàíî (êîòîðóþ áóäåì â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè
îáîçíà÷àòü ¾PA¿):

1. ∀x¬(S(x) = 0)
2. ∀x∀y(S(x) = S(y) → x = y)
3. ∀x(x+ 0 = x)
4. ∀x∀y(x+ S(y) = S(x+ y))
5. ∀x(x · 0 = 0)
6. ∀x∀y(x · S(y) = x · y + x)
7. Ñõåìà àêñèîì: ∀y((ϕ(0, y) ∧ ∀x(ϕ(x, y) → ϕ(S(x), y))) → ∀xϕ(x, y))

Ïîñëåäíÿÿ ñõåìà àêñèîì íàçûâàåòñÿ ñõåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ñèñòåìà àêñè-
îì Ïåàíî, î÷åâèäíî, ñîâìåñòíà. Ìîäåëü: (N∪{0}, 0,+, ·, S), ãäå S îçíà÷àåò ïðèáàâëåíèå
åäèíèöû.

Ïðèìåð 10. Ðàññìîòðèì ñèãíàòóðó (6) è òåîðèþ ïëîòíûõ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ
ìíîæåñòâ áåç ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ýëåìåíòîâ:

1. ∀x(x 6 x)
2. ∀x∀y∀z((x 6 y) ∧ (y 6 z) → (x 6 z))
3. ∀x∀y((x 6 y) ∧ (y 6 x) → (x = y))
4. ∀x∀y((x 6 y) ∨ (y 6 x))
5. ∀x∃y(y < x)
6. ∀x∃y(x < y)
7. ∀x∀y((x < y) → ∃z((x < z) ∧ (z < y)))

Çàïèñü a < b ìîæíî ñ÷èòàòü ñîêðàùåíèåì äëÿ (a 6 b) ∧ ¬(a = b).

Ïðèìåð 11. Ðàññìîòðèì ñèãíàòóðó (∈) è ñèñòåìó àêñèîì Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ òåîðèè
ìíîæåñòâ (ñì. ïðèëîæåíèå). Íå âïîëíå ïîíÿòíî, ìîæíî ëè ñ÷èòàòü ¾ìíîæåñòâà¿ ìî-
äåëüþ ýòîé òåîðèè. Èíòåðåñíî òàêæå, åñòü ëè ó ZF êàêèå-íèáóäü ìîäåëè, â êîòîðûõ
íîñèòåëü ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì. Íàïðèìåð, ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.
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Îïðåäåëåíèå 7. Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî (èëè âûâîä) â òåîðèè T ñèãíàòóðû Ω
� ýòî êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäëîæåíèé ñèãíàòóðû Ω, êàæäîå èç êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ ëèáî

1) òàâòîëîãèåé èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ, ëèáî
2) àêñèîìîé òåîðèè T , ëèáî
3) ïîëó÷åíî èç ïðåäûäóùèõ ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç ïðàâèë âûâîäà.

Ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîëæíî áûòü çàìêíóòûì.

Îñòàëîñü îïðåäåëèòü, ÷òî òàêîå òàâòîëîãèè è ïðàâèëà âûâîäà. Òàâòîëîãèè èñ÷èñ-
ëåíèÿ ïðåäèêàòîâ � ýòî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóþùèõ âèäîâ, ãäå âìåñòî A, B, C ïîä-
ñòàâëåíû ïðîèçâîëüíûå ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíûå ïðåäëîæåíèÿ, à âìåñòî x è t �
ïðîèçâîëüíûå ïåðåìåííûå (òàâòîëîãèè íàïîìèíàþò ñõåìû àêñèîì, íî âêëþ÷àåìûå âî
âñå òåîðèè, A( t

x
) îçíà÷àåò ïðåäëîæåíèå A, â êîòîðîì âñå ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ ïåðå-

ìåííîé x çàìåíåíû íà t):
1. A→ (B → A)
2. (A→ (B → C)) → ((A→ B) → (A→ C))
3. A ∧B → A
4. A ∧B → B
5. A→ (B → A ∧B)
6. A→ A ∨B
7. B → A ∨B
8. (A→ C) → ((B → C) → (A ∨B → C))
9. (A→ B) → ((A→ ¬B) → ¬A)
10. ¬¬A→ A
11. ∀xA→ A( t

x
)

12. A( t
x
) → ∃xA

Ïðàâèëà âûâîäà � ýòî ñèíòàêñè÷åñêèå ïðàâèëà ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ïðåäëîæåíèé ïî
óæå âûâåäåííûì. Èõ âñåãî òðè:

1. Modus Ponens: åñëè âûâåäåíû ïðåäëîæåíèÿ A è A→ B, òî â âûâîäå ðàçðåøàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü B.

2. Ïåðâîå ïðàâèëî Áåðíàéñà: åñëè âûâåäåíî ïðåäëîæåíèå A → B è x íå ÿâëÿåòñÿ
ïàðàìåòðîì A, òî â âûâîäå ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü A→ ∀xB.

3. Âòîðîå ïðàâèëî Áåðíàéñà: åñëè âûâåäåíî ïðåäëîæåíèå A → B è x íå ÿâëÿåòñÿ
ïàðàìåòðîì B, òî â âûâîäå ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ∃xA→ B.

Â ëèòåðàòóðå ïðàâèëà âûâîäà îáû÷íî çàïèñûâàþò òàê:

A, A→ B

B
,

A→ B

A→ ∀xB
,

A→ B

∃xA→ B

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëíîñòüþ îïðåäåëèëè, ÷òî òàêîå ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî.
Òåïåðü óæå ìîæíî ÷òî-íèáóäü ôîðìàëüíî äîêàçàòü!
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Ïðèìåð 12. Âûâåäåì â èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ ïðåäëîæåíèå âèäà D → D, ãäå D
� ïðîèçâîëüíîå çàìêíóòîå ïðåäëîæåíèå êàêîé-òî ñèãíàòóðû Ω. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
T = ∅. Âîò âûâîä:

1. (D → ((D → D) → D)) → ((D → (D → D)) → (D → D)) [òàâòîëîãèÿ 2 ïðè
A = D, B = (D → D), C = D];

2. D → ((D → D) → D) [òàâòîëîãèÿ 1];
3. (D → (D → D)) → (D → D) [èç (1) è (2) ïî ïðàâèëó Modus Ponens];
4. D → (D → D) [òàâòîëîãèÿ 1];
5. D → D [èç (3) è (4) ïî ïðàâèëó Modus Ponens].

Ïðèìåð 13. Èç àêñèîì òåîðèè ãðóïïû ìîæíî âûâåñòè ïðåäëîæåíèå ∀x(inv(inv(x)) =
x). Íî ýòîò âûâîä ñëèøêîì äëèííûé, ÷òîáû åãî çäåñü ïðèâîäèòü.

Ïðèìåð 14. Èç àêñèîì Ïåàíî ìîæíî âûâåñòè èçâåñòíûå çàêîíû äëÿ ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ, íàïðèìåð,

∀x∀y(x+ y = y + x)

Îïÿòü æå, âûâîä ïîëó÷àåòñÿ ñëèøêîì äëèííûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèâåñòè åãî íà ýòîé
ñòðàíèöå. ßñíî òàêæå, ÷òî â âûâîäå ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ îáÿçàòåëüíî äîëæíà èñïîëüçî-
âàòüñÿ ñõåìà àêñèîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Áåç èíäóêöèè ïîëó÷àëîñü áû âûâåñòè
òîëüêî ïðåäëîæåíèÿ òèïà

S(S(S(0))) + S(S(0)) = S(S(0)) + S(S(S(0)))

Èíòåðåñíî, ÷òî âî ìíîãèõ ñèñòåìàõ àêñèîì (äëÿ àáñòðàêòíûõ êîëåö, âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ è ò.ä.) êîììóòàòèâíîñòü, äèñòðèáóòèâíîñòü è ò.ä. ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè, à
â àðèôìåòèêå Ïåàíî ýòè ñâîéñòâà � òåîðåìû, ïðè÷åì ñ íåòðèâèàëüíûì äîêàçàòåëü-
ñòâîì.

42. Âûâåäèòå â ñèñòåìå àêñèîì Ïåàíî ïðåäëîæåíèå S(0) + S(0) = S(S(0)).

Êàê âèäíî, âûâîä äàæå òàêîé ïðîñòîé òàâòîëîãèè êàê D → D òðåáóåò íåêîòîðîé
ïèñàíèíû. ×òî óæ ãîâîðèòü î áîëåå ñîäåðæàòåëüíûõ ïðåäëîæåíèÿõ. Óðîâåíü ñòðîãî-
ñòè, ïðèíÿòûé ñåé÷àñ â ìàòåìàòèêå, � ýòî äåòñêèé ñàä ïî ñðàâíåíèþ ñ ôîðìàëüíûìè
äîêàçàòåëüñòâàìè. Íàïðèìåð, äîêàæåì (íåôîðìàëüíî), ÷òî â ëþáîé ãðóïïå äëÿ ëþ-
áîãî ýëåìåíòà x âûïîëíåíî inv(inv(x)) = x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x âûïîëíåíî

(∗) inv(inv(x)) · (inv(x) · x) = (inv(inv(x)) · inv(x)) · x

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâíà inv(inv(x)) · e â ñèëó òðåòüåé àêñèîìû ãðóïïû, à
çíà÷èò, ðàâíà inv(inv(x)) â ñèëó âòîðîé àêñèîìû. Àíàëîãè÷íî, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà
(∗) ðàâíà x.�

Äàííîå íàìè îïðåäåëåíèå ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà áûëî ðàçðàáîòàíî â íà÷à-
ëå XX âåêà è ïðèïèñûâàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, Ãèëüáåðòó. Åñòü è äðóãèå ýêâèâàëåíòíûå
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îïðåäåëåíèÿ ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà (íàïðèìåð, èñ÷èñëåíèå ñåêâåíöèé), äàþùèå
íåñêîëüêî ìåíåå äëèííûå âûâîäû, íî âñå ðàâíî íå ñðàâíèìûå ïî äëèíå ñ íåôîðìàëü-
íûìè äîêàçàòåëüñòâàìè, ê êîòîðûì ìû ïðèâûêëè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íåò íè÷åãî
ñòðàøíîãî â òåîðèÿõ ñ áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì àêñèîì, ò.ê. òàâòîëîãèè èñ÷èñëåíèÿ
ïðåäèêàòîâ äàæå äëÿ êîíå÷íûõ ñèñòåì àêñèîì ìîæíî ïðèìåíÿòü áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì
ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ.

43. Ðàçëè÷íûå çàäà÷è íà âûâîä â èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ ìîæíî íàéòè â êíèãå Âåðå-
ùàãèíà è Øåíÿ ¾ßçûêè è èñ÷èñëåíèÿ¿.

4.2 Íåñêîëüêî ìåòàòåîðåì

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì íåñêîëüêî âàæíûõ òåîðåì î ôîð-
ìàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ, ò.å. ìåòàòåîðåì. Çàìêíóòûå ïðåäëîæåíèÿ, âûâîäèìûå èç
àêñèîì òåîðèè T , íàçûâàþòñÿ òåîðåìàìè òåîðèè T . Åñëè ϕ � òåîðåìà òåîðèè T , òî
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî òàê:

T ` ϕ

Äîãîâîðèìñÿ ïèñàòü
T |= ϕ,

åñëè çàìêíóòîå ïðåäëîæåíèå ϕ èñòèííî âî âñåõ ìîäåëÿõ òåîðèè T . Åñëè ìíîæåñòâî
àêñèîì òåîðèè ïóñòî, òî ∅ |= ϕ èëè ïðîñòî |= ϕ îçíà÷àåò ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî ϕ
èñòèííî âî âñåõ èíòåðïðåòàöèÿõ ñèãíàòóðû, ò.å. ÷òî ϕ îáùåçíà÷èìî.

Ê ëþáîìó îïðåäåëåíèþ ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà åñòåñòâåííî ïðåäúÿâèòü ñëå-
äóþùåå òðåáîâàíèå: âñå âûâîäèìûå ïðåäëîæåíèÿ äîëæíû áûòü èñòèííû. Áîëåå òî÷íî,
ëþáîå âûâîäèìîå â òåîðèè T ïðåäëîæåíèå äîëæíî áûòü èñòèííî âî âñåõ ìîäåëÿõ òåî-
ðèè T . Ýòî äîñòàòî÷íî î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé êîððåêòíîñòè
èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ:

Óòâåðæäåíèå 9. Åñëè T ` ϕ, òî T |= ϕ.

Íàïðèìåð, åñëè áû âêëþ÷èëè â íàáîð òàâòîëîãèé èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ñõåìó
A→ A∧B, òî ïîëó÷åííîå èñ÷èñëåíèå óæå íå áûëî áû êîððåêòíûì. Áûâàþò, ïðàâäà,
òåîðèè, â êîòîðûõ ìîæíî âûâåñòè âñå, ÷òî óãîäíî.

Îïðåäåëåíèå 8. Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
çàìêíóòîå ïðåäëîæåíèå ϕ, äëÿ êîòîðîãî T ` ϕ è T ` ¬ϕ.

Óòâåðæäåíèå 10. Â ïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè ëþáîå çàìêíóòîå ïðåäëîæåíèå âûâî-
äèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðèâèàëüíî: íóæíî èñïîëüçîâàòü òàâòîëîãèþ (9) è ïðàâèëî Modus
Ponens. �

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ïîÿñíèòü áîëåå íàãëÿäíûì îáðàçîì. Êàê, íàïðèìåð, èç
ïðåäëîæåíèé ¾ñåé÷àñ 2011 ãîä¿ è ¾ñåé÷àñ 2012 ãîä¿ âûâåñòè, ÷òî Çåìëÿ ïëîñêàÿ?
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Î÷åíü ïðîñòî. Ìû ëèøü îñëàáèì ïðåäëîæåíèå ¾ñåé÷àñ 2011 ãîä¿, åñëè çàìåíèì åãî íà
¾ëèáî ñåé÷àñ 2011 ãîä, ëèáî Çåìëÿ ïëîñêàÿ¿. Íî âåäü ñåé÷àñ 2012 ãîä. Ñëåäîâàòåëüíî,
Çåìëÿ ïëîñêàÿ.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå îäíà ïîëåçíàÿ ëåììà, ñâÿçûâàþùàÿ âûâîäèìîñòü ïðåäëî-
æåíèÿ ϕ â òåîðèè T ñ âûâîäèìîñòüþ ïðåäëîæåíèÿ ¾åñëè T , òî ϕ¿ â ïóñòîé òåîðèè.
Ïóñòü A � íåêîòîðîå çàìêíóòîå ïðåäëîæåíèå.

Ëåììà 2. T ` (A→ ϕ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T ∪ {A} ` ϕ.

Ýòà ëåììà íàçûâàåòñÿ ëåììîé î äåäóêöèè. Â îäíó ñòîðîíó îíà î÷åâèäíà: åñëè èç
àêñèîì T âûâîäèòñÿ ïðåäëîæåíèå A→ ϕ, òî èç T ∪ {A} òîæå ìîæíî âûâåñòè A→ ϕ,
à çàòåì, ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Modus Ponens, âûâåñòè A. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó îíà ìåíåå
î÷åâèäíà: ìîæíî óêàçàòü ïðîöåäóðó, êàê ïî ôîðìàëüíîìó äîêàçàòåëüñòâó â òåîðèè
T ∪ {A} ïîñòðîèòü ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî â òåîðèè T , íî óòâåðæäåíèÿ A → ϕ.
Åñëè òåîðèÿ T = {A1, . . . , An} êîíå÷íà, òî ëåììà î äåäóêöèè ôàêòè÷åñêè óòâåðæäàåò
ýêâèâàëåíòíîñòü âûâîäèìîñòåé T ` ϕ è ` (A1 ∧ . . . ∧ An) → ϕ.

Èç òåîðåìû êîððåêòíîñòè ëåãêî ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ ìåòàòåîðåìà:

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè òåîðèÿ T ñîâìåñòíà, òî îíà íåïðîòèâîðå÷èâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî: ïðåäïîëîæèì, ÷òî T ïðîòèâîðå÷èâà. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ïðåäëîæåíèå ϕ, äëÿ êîòîðîãî T ` ϕ è T ` ¬ϕ. Ïî òåîðåìå î êîððåêòíîñòè
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî T |= ϕ è T |= ¬ϕ. Íî ó T åñòü êàê ìèíèìóì îäíà ìîäåëü M.
Çíà÷èò, îáà ïðåäëîæåíèÿ ϕ è ¬ϕ èñòèííû â M. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Èòàê, òåîðåìà î êîððåêòíîñòè óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáîå âûâîäèìîå â òåîðèè T ïðåä-
ëîæåíèå èñòèííî âî âñåõ ìîäåëÿõ ýòîé òåîðèè. Â 1929 ãîäó Ãåäåëü äîêàçàë, ÷òî âåðíî
è îáðàòíîå: ëþáîå ïðåäëîæåíèå, èñòèííîå âî âñåõ ìîäåëÿõ òåîðèè T , âûâîäèìî â T !
Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î ïîëíîòå èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ. Åñëè, ñêà-
æåì, èñêëþ÷èòü èç íàáîðà òàâòîëîãèé èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ êàêóþ-íèáóäü îäíó,
òî ïîëó÷åííîå îïðåäåëåíèå ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà óæå íå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
ñâîéñòâó ïîëíîòû.

Êàê ìîæíî äîêàçàòü òåîðåìó î ïîëíîòå? Êàê èñïîëüçîâàòü èñòèííîñòü âî âñåõ ìî-
äåëÿõ. Îêàçûâàåòñÿ, ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà 3. Ëþáàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ T èìååò ìîäåëü.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè T |= ϕ, òî T ` ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäëîæåíèå ϕ íåâûâîäèìî â T .
Òîãäà òåîðèÿ T ∪ {¬ϕ} íåïðîòèâîðå÷èâà (ò.ê. åñëè áû îíà áûëà ïðîòèâîðå÷èâà, òî â
íåé áûëî áû âûâîäèìî ëþáîå ïðåäëîæåíèå, â òîì ÷èñëå ϕ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå
(3), òåîðèÿ T ∪{¬ϕ} èìååò ìîäåëüM. Òîãäà ¬ϕ äîëæíî áûòü èñòèííî â ýòîé ìîäåëè,
à ϕ � ëîæíî. Ïðîòèâîðå÷èå.�

Òåîðåìó æå (3) ìîæíî äîêàçàòü, ÿâíî ïîñòðîèâ ìîäåëü ïî ñèãíàòóðå è òåîðèè.
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Îïðåäåëåíèå 9. Òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ïðåäëî-
æåíèÿ èç ýòîé òåîðèè âûâîäèìî ëèáî îíî ñàìî, ëèáî åãî îòðèöàíèå.

Ïîëíîòà êàêîé-ëèáî òåîðèè è ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ � ýòî ðàçíûå ïîíÿ-
òèÿ, îáîçíà÷åííûå îäíèì è òåì æå ñëîâîì. Íå ïóòàéòå èõ!

Íàêîíåö, íàñòàëî âðåìÿ ñîåäèíèòü òåîðèþ àëãîðèòìîâ ñ íàóêîé î ôîðìàëüíûõ
äîêàçàòåëüñòâàõ, ìîäåëÿõ, âûðàçèìûõ ïðåäèêàòàõ è ò.ä..

Îïðåäåëåíèå 10. Òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìî àêñèîìàòèçèðóåìîé, åñëè ìíîæå-
ñòâî åå àêñèîì ðàçðåøèìî.

Òåîðèè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðàçðåøèìî àêñèîìàòèçèðóåìûìè, � ýòî ÷òî-òî î÷åíü ýêçî-
òè÷åñêîå. Ïðåäñòàâüòå: íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, îïðåäåëÿþùåãî, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå
ïðåäëîæåíèå àêñèîìîé. Ïîýòîìó ïîñëå íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ïîä òåîðèÿìè ìû áóäåì
ïîäðàçóìåâàòü èìåííî ðàçðåøèìî àêñèîìàòèçèðóåìûå òåîðèè. Âñå ðàññìàòðèâàåìûå
äî ñèõ ïîð òåîðèè áûëè òàêèìè. Î÷åâèäíî (èç îïðåäåëåíèÿ ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëü-
ñòâà) ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 11. Ìíîæåñòâî äîêàçàòåëüñòâ â ðàçðåøèìî àêñèîìàòèçèðóåìîé òåî-
ðèè ðàçðåøèìî.

Äðóãèìè ñîâàìè, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó òåêñòó, ÿâëÿåòñÿ ëè îí
ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíûì ôîðìàëüíûì äîêàçàòåëüñòâîì, àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøè-
ìà. Ïðàâèëüíîñòü ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà ìåõàíè÷åñêè,
áåç ó÷àñòèÿ ÷åëîâåêà.

Ñëåäñòâèå 4. Ìíîæåñòâî òåîðåì ðàçðåøèìî àêñèîìàòèçèðóåìîé òåîðèè ïåðå÷èñ-
ëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïåðåáèðàòü âñå òåêñòû (íàïðèìåð, óïîðÿäî÷èâ èõ ïî äëèíå).
Äëÿ êàæäîãî òåêñòà ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòîò òåêñò ôîð-
ìàëüíûì äîêàçàòåëüñòâîì, è, åñëè äà, òî êàêîå ïðåäëîæåíèå îí äîêàçûâàåò. Äîêàçàí-
íûå ïðåäëîæåíèå áóäåì ïîäàâàòü íà âûõîä ïðîãðàììû. Ëþáîå äîêàçóåìîå ïðåäëîæå-
íèå ðàíî èëè ïîçäíî îêàæåòñÿ â âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.�

Êàêàÿ õîðîøàÿ òåîðåìà! Ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà, ãåíåðèðóþùàÿ âñå äîêàçóåìûå
ïðåäëîæåíèÿ. Äà, ýòà ïðîãðàììà íå ñìîæåò îïðåäåëèòü, äîêàçóåìî ëè äàííîå êîí-
êðåòíîå ïðåäëîæåíèå (ò.ê. íå áóäåò çíàòü, êîãäà åé îñòàíîâèòüñÿ è âûäàòü, ÷òî äîêà-
çàòåëüñòâà íåò), íî ïåðå÷èñëèìîñòü ýòî òîæå íåïëîõî. Ìû ìîæåì åå çàïóñòèòü è ñìîò-
ðåòü, êàê îíà ïîñòåïåííî ðàçâèâàåò íàóêó, äîêàçûâàÿ âñå íîâûå è íîâûå ïðåäëîæåíèÿ
è íå ïðîïóñêàÿ íè îäíîãî. Ê ñîæàëåíèþ, òàêàÿ ïðîãðàììà áåñïîëåçíà ñ ïðàêòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ñðàçó ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì:

1. Îíà áóäåò ðàáîòàòü ñëèøêîì ìåäëåííî. Êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ
ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàåò ñ äëèíîé òåêñòà, à ôîðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà, êàê
ìû çíàåì, áûâàþò î÷åíü äëèííûìè.
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2. Ñðåäè âñåõ äîêàçóåìûõ ïðåäëîæåíèé èíòåðåñíûå ïðåäëîæåíèÿ îáðàçóþò ëèøü
íè÷òîæíóþ ÷àñòü. Ïî÷òè âñå ïðåäëîæåíèÿ, êîòîðûå áóäåò âûäàâàòü ïåðå÷èñëÿ-
þùàÿ ïðîãðàììà, áóäóò ìóñîðîì: îíè áóäóò, êîíå÷íî, âåðíû, íî íå áóäóò èíòå-
ðåñíû äëÿ ÷åëîâåêà.

3. Ìîæíî ÷àñòè÷íî ðåøèòü ïðåäûäóùóþ ïðîáëåìó, åñëè èñïðàâèòü ïðîãðàììó òàê,
÷òîáû îíà âûâîäèëà òîëüêî îòíîñèòåëüíî êîðîòêèå ïðåäëîæåíèÿ. Òîãäà ìû, ìî-
æåò áûòü, óçíàåì íåñêîëüêî íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èñòèí. Íî êàêîé òîëê â çíà-
íèè òîãî, ÷òî êàêîå-òî ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì, åñëè ìû íå ïîíèìàåì
åãî äîêàçàòåëüñòâà? Ïðåäñòàâüòå ñåáå îãðîìíîå ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî, ãäå
êàæäûé îòäåëüíûé ïåðåõîä ïðîâåðèòü ìîæíî, íî âñå äîêàçàòåëüñòâî â öåëîì,
åãî èäåÿ, îñòàþòñÿ ñîâåðøåííî íåïîíÿòíûìè.

44. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òåîðåì ïîëíîé (è ðàçðåøèìî àêñèîìàòèçèðóåìîé) òåî-
ðèè ðàçðåøèìî.

4.3 Íåôîðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà

Ïðåäûäóùèå ðàçäåëû äîëæíû áûëè óáåäèòü ÷èòàòåëÿ â òîì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà,
âñòðå÷àþùèåñÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòàòüÿõ è êíèãàõ, � ýòî íè â êîåì ñëó÷àå íå ôîð-
ìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, èõ àâòîðû íå îãîâàðèâàþò ñèãíàòóðó ÿçûêà
â íà÷àëå ñòàòüè, êàê ïðàâèëî íå ôèêñèðóþò àêñèîìû, êîòîðûìè îíè áóäóò ïîëüçî-
âàòüñÿ, à åñëè äàæå è ôèêñèðóþò, òî â ñàìèõ äîêàçàòåëüñòâàõ àïåëëèðóþò ê ëîãèêå
è ãîâîðÿò, ÷òî òàêèå-òî è òàêèå-òî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè.

Ñåé÷àñ â ìàòåìàòèêå äîêàçàòåëüñòâà èãðàþò ïðèìåðíî òó æå ðîëü, ÷òî îíè èãðàëè
ó Åâêëèäà: äîêàçàòåëüñòâî � ýòî íàäåæíûé ñïîñîá óñòàíîâëåíèÿ èñòèííîñòè êàêîãî-
ëèáî óòâåðæäåíèÿ. Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä ïîçâîëÿåò óñòàíàâëèâàòü èñòèííîñòü èëè
ëîæíîñòü áîëüøîãî êîëè÷åñòâà óòâåðæäåíèé, èñõîäÿ ëèøü èç íåñêîëüêèõ áàçîâûõ è
ñàìîî÷åâèäíûõ óòâåðæäåíèé, íàçûâàåìûõ àêñèîìàìè. ×àñòî ñèñòåìû àêñèîì èñïîëü-
çóþòñÿ â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèé (êàê, íàïðèìåð, àêñèîìû ãðóïïû).

Àêñèîìû æå â ôîðìàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ � ýòî ñòðîêè, êîíå÷íûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè áóêâ. Îíè íè÷åãî íå óòâåðæäàþò è íè÷åãî íå îïðåäåëÿþò. Ðàññóæäàòü îá èõ
èñòèííîñòè èëè î÷åâèäíîñòè áåññìûñëåííî. Èç ýòèõ ñòðîê ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì
ìîæíî ïîëó÷àòü íîâûå ñòðîêè. Ýòè íîâûå ñòðîêè íàçûâàþòñÿ òåîðåìàìè. Ïðè òàêîì
ïîäõîäå íåïðàâèëüíî ãîâîðèòü, íàïðèìåð, ÷òî ïðÿìàÿ � ýòî òî, ÷òî óäîâëåòâîðÿåò
àêñèîìàì. Â ôîðìàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ íåò íèêàêîãî ¾òî¿! Åñòü òîëüêî àêñèîìû.
Ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ. Íåëüçÿ ¾óäîâëåòâîðÿòü àêñèîìàì¿!

Íå áóäåò ïðåóâåëè÷åíèåì ñêàçàòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî � ýòî òåêñò
íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå, óáåæäàþùèé ÷èòàòåëÿ â òîì, ÷òî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå
èñòèííî. Ìîæíî åùå ñäåëàòü îäíî óòî÷íåíèå: òîëüêî ñ ïîìîùüþ ýòîãî òåêñòà ÷èòà-
òåëü ïîòîì ñìîæåò óáåæäàòü äðóãèõ ëþäåé. Â XIX âåêå ëþäåé óæå íå óáåæäàëè òå
æå òåêñòû, ÷òî ñ÷èòàëèñü äîêàçàòåëüñòâàìè â XVIII âåêå. Íàîáîðîò, â íàøå âðåìÿ
íåìíîãèå áû ñòàëè ñîìíåâàòüñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ãèïîòåçû Ãîëüäáàõà, èñïîëüçóþùåì
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òðàíñôèíèòíóþ èíäóêöèþ è óëüòðàôèëüòðû. Ôîðìàëüíîå æå äîêàçàòåëüñòâî � ýòî
êîíêðåòíûé ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò, âðîäå ãðóïïû èëè òðåóãîëüíèêà.

4.4 Ôîðìàëèçì êàê ïðîãðàììà îáîñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè

Ïîíÿòèå ìàòåìàòè÷åñêîé èñòèíû äîâîëüíî òóìàííîå. ×òî èìåííî ìû ïîäðàçóìåâàåì,
êîãäà ãîâîðèì, íàïðèìåð, ÷òî ÷èñëî π èððàöèîíàëüíî? ×åìó ýòîò ôàêò ñîîòâåòñòâóåò
â íàáëþäàåìîé ôèçè÷åñêîé ðåàëüíîñòè? Âåäü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íà ñàìîì äåëå
íåò. Èëè îíè âñå æå ñóùåñòâóþò â êàêîì-òî îñîáîì, èäåàëüíîì ìèðå?

Óìåñòíî ñïðîñèòü, à êàê âîîáùå â ìàòåìàòèêå óñòàíàâëèâàåòñÿ èñòèííîñòü? Óæå
î÷åíü äàâíî èñòèííîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé óñòàíàâëèâàþò ñ ïîìîùüþ äî-
êàçàòåëüñòâ. Â êîíöå XIX âåêà óòî÷íåíèå è ôîðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåëè ê çàìàí÷èâîé âîçìîæíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî èñòèííûå óòâåðæäå-
íèÿ � ýòî, ïî îïðåäåëåíèþ, óòâåðæäåíèÿ, äîêàçóåìûå â íåêîòîðîé ñèñòåìå àêñèîì.
Òàêîé ïîäõîä ê ìàòåìàòè÷åñêîé èñòèíå îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ èìåíåì Ãèëüáåðòà è íà-
çûâàþò ôîðìàëèçìîì. Ê ôîðìàëèçìó ðàñïîëàãàëî è íåäàâíåå îòêðûòèå ãèïåðáîëè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè: áûëî ïîíÿòî, ÷òî ïÿòûé ïîñòóëàò Åâêëèäà íå ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì
èëè ëîæíûì â êàêîì-òî àáñîëþòíîì ñìûñëå. Âñå, ÷òî ìû ìîæåì ñêàçàòü î ïÿòîì
ïîñòóëàòå, � ýòî òî, ÷òî íè îí, íè åãî îòðèöàíèå íå âûâîäÿòñÿ èç îñòàëüíûõ àêñèîì.

Íà ïóòè óñïåøíîãî ïðîâåäåíèÿ ôîðìàëèçìà åñòü, îäíàêî, îäíî ïðåïÿòñòâèå. Îïðå-
äåëÿòü èñòèííûå óòâåðæäåíèÿ êàê äîêàçóåìûå â íåêîòîðîé ñèñòåìå àêñèîì áåññìûñ-
ëåííî, åñëè ýòà ñèñòåìà àêñèîì ïðîòèâîðå÷èâà (à çíà÷èò, ëþáîå óòâåðæäåíèå â íåé
ÿâëÿåòñÿ äîêàçóåìûì). Êîíå÷íî, â íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òàêèõ ñèñòåì êàê àêñèîìû
Ïåàíî èëè àêñèîìû ãðóïïû íèêòî íå ñîìíåâàåòñÿ. Íî ìàòåìàòèêà � ýòî íå òîëüêî
àðèôìåòèêà. Â ìàòåìàòèêå ìíîãî îáëàñòåé, è â êàæäîé èç íèõ ìîãóò âîçíèêíóòü ñâîè
ñèñòåìû àêñèîì, íåïðîòèâîðå÷èâîñòü êîòîðûõ áóäåò ñîâñåì íå î÷åâèäíà.

Ê ñ÷àñòüþ, èçó÷àòü âñå ýòè ñèñòåìû àêñèîì ñîâåðøåííî íå îáÿçàòåëüíî. Ê êîíöó
XIX âåêà áûëî îñîçíàíî, ÷òî âñå ìíîãîîáðàçèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ è îòíîøåíèé
ìîæíî ñâåñòè ê î÷åíü ìàëîìó ÷èñëó áàçîâûõ îáúåêòîâ è îòíîøåíèé. À èìåííî, ê åäèí-
ñòâåííîìó òèïó îáúåêòîâ � ìíîæåñòâàì, è åäèíñòâåííîìó îòíîøåíèþ � îòíîøåíèþ
ïðèíàäëåæíîñòè. Ôóíêöèè, íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ãðóïïû, òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàí-
ñòâà � ýòî âñå ìíîæåñòâà! Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B � ýòî
ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ A×B, óäîâëåòâîðÿþùåå îïðåäåëåííûì óñëîâè-
ÿì, à íàòóðàëüíûå ÷èñëà (ñ íóëåì) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâàìè {∅}, {∅, {∅}},
{∅, {∅, {∅}}}, . . . Áûëà òàêæå ïðèäóìàíà ñèñòåìà àêñèîì äëÿ òåîðèè ìíîæåñòâ (ïîëó-
÷èâøàÿ íàçâàíèå ñèñòåìû àêñèîì Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ èëè ZF), ê êîòîðîé óäàâàëîñü
ñâîäèòü âñå èçâåñòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà.

Ïðàâäà, íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ZF èëè äðóãèõ ñèñòåì àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ ñî-
âåðøåííî íå î÷åâèäíà! Äåéñòâèòåëüíî, íå ïîëó÷àåòñÿ ïðèâåñòè äîñòàòî÷íî íàäåæíóþ
ìîäåëü ZF. Ïàðàäîêñû Ðàññåëà è äðóãèõ íàó÷èëè ìàòåìàòèêîâ ñ îñòîðîæíîñòüþ îò-
íîñèòüñÿ ê òàêèì îáùèì è àáñòðàêòíûì îáúåêòàì êàê ìíîæåñòâà. Äà, â ZF ïîëó÷èòü
èçâåñòíûå ïàðàäîêñû íàèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ áûëî óæå íåëüçÿ. Íî ãäå ãàðàíòèÿ,
÷òî íåâîçìîæíû êàêèå-íèáóäü äðóãèå ïðîòèâîðå÷èÿ?
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Íåîáõîäèìî áûëî äîêàçàòü íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ZF, ïðè÷åì äîêàçàòü íàäåæíûì
ñïîñîáîì. Ïî÷åìó áû è íåò? Âåäü íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ëþáîé ñèñòåìû àêñèîì � ýòî
óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî, îïåðèðóÿ ïî îïðåäåëåííûì êîìáèíàòîðíûì ïðàâèëàì ñ êî-
íå÷íûìè ñòðîêàìè, íåëüçÿ ïîëó÷èòü ñòðîêó ¾⊥¿. Ýòî õîðîøàÿ îëèìïèàäíàÿ çàäà÷êà.
Òåîðåòè÷åñêè, íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ëþáîé ñèñòåìû àêñèîì ìîæíî äîêàçàòü ôèíèò-
íûìè ìåòîäàìè. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîïðîáîâàòü äîêàçàòü íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ZF â
àêñèîìàòèêå Ïåàíî. Åñëè ýòî ïîëó÷èòñÿ, òî ìàòåìàòèêà áóäåò ïîëíîñòüþ îáîñíîâàíà
ñ ïîçèöèè ôîðìàëèçìà! Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî çàáûòü ïðî èñòèííîñòü óòâåðæäåíèé
è îñòàâèòü òîëüêî ïîíÿòèå äîêàçóåìîñòè. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü æå åäèíñòâåííîé èñ-
ïîëüçóåìîé ñèñòåìû àêñèîì áóäåò îáîñíîâàíà íàäåæíûì ìåòîäîì.

Â ìàòåìàòèêå íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü âñå: ìîæíî îïðåäåëèòü êàêèå-òî ïîíÿòèÿ ÷å-
ðåç áîëåå ôóíäàìåíòàëüíûå, òå, â ñâîþ î÷åðåäü, � ÷åðåç åùå áîëåå ôóíäàìåíòàëüíûå
è ò.ä.. Íî ãäå-òî ìû äîëæíû áóäåì îñòàíîâèòüñÿ, äîéäÿ äî áàçîâûõ íåîïðåäåëÿåìûõ
ïîíÿòèé. Ôîðìàëèçì íå â êîåì ñëó÷àå íå ñòàâèò öåëè êàêèì-ëèáî îáðàçîì ïðåîäîëåòü
ýòó ñèòóàöèþ. Ôîðìàëèçì ëèøü òðåáóåò, ÷òîáû ýòè áàçîâûå ïîíÿòèÿ áûëè íàäåæ-
íûìè: íå êàê ïîíÿòèå íàèâíîãî ìíîæåñòâà, à êàê ïîíÿòèÿ àêñèîì, ïðàâèë âûâîäà è
ò.ä..

Â 1931 ãîäó Ãåäåëü äîêàçàë, ÷òî äàæå íåïðîòèâîðå÷èâîñòü PA íå äîêàçóåìà â PA.
Òåì áîëåå íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ZF íå äîêàçóåìà â PA. Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ
âòîðîé òåîðåìîé Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå.

×èòàòåëþ óìåñòíî ñïðîñèòü, êàê ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü íà äîêàçàòåëüñòâî íåïðîòè-
âîðå÷èâîñòè êàêîé-ëèáî ñèñòåìû àêñèîì â PA, åñëè àêñèîìû Ïåàíî ïîçâîëÿþò äîêàçû-
âàòü òîëüêî óòâåðæäåíèÿ î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, òèïà êîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ
èëè òåîðåìû Ôåðìà? Äåëî â òîì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ñèñòåìû
àêñèîì èëè î åå ïîëíîòå ìîæíî îïðåäåëåííûì ñïîñîáîì çàêîäèðîâàòü íà àðèôìåòè-
÷åñêîì ÿçûêå. Ïîäðîáíåå îá ýòîì íàïèñàíî â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.

Âòîðàÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå î÷åíü ïðîñòî ñëåäóåò èç ïåðâîé. Ïåðâóþ æå
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê ìèíèìóì â äâóõ âàðèàíòàõ: ñèíòàêñè÷åñêîì è ñåìàíòè÷å-
ñêîì. Ñèíòàêñè÷åñêèé âàðèàíò ïåðâîé òåîðåìû Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå óòâåðæäàåò, ÷òî
ëþáàÿ äîñòàòî÷íî áîãàòàÿ (îõâàòûâàþùåé àðèôìåòèêó) íåïðîòèâîðå÷èâàÿ ñèñòåìà
àêñèîì îáÿçàòåëüíî íåïîëíà. Íåïîëíîòà ñèñòåìû àêñèîì íåïðèÿòíà äëÿ ôîðìàëèçìà,
íî íå ñòðàøíà: âïîëíå ìîæíî ñìèðèòüñÿ ñ ñóùåñòâîâàíèåì íåäîêàçóåìûõ è íåîïðî-
âåðæèìûõ óòâåðæäåíèé. Ñåìàíòè÷åñêèé æå âàðèàíò óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé äî-
ñòàòî÷íî áîãàòîé íåïðîòèâîðå÷èâîé ñèñòåìû àêñèîì ñóùåñòâóåò ïðåäëîæåíèå, íå äî-
êàçóåìîå â ýòîé ñèñòåìå àêñèîì, íî èñòèííîñòü êîòîðîãî ìû äîëæíû ïðèçíàòü, åñëè
ñ÷èòàåì ýòó ñèñòåìó àêñèîì íåïðîòèâîðå÷èâîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî îïðå-
äåëåíèÿ ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâóåò òàêîå íåäîêàçóåìîå óòâåðæäåíèå,
èñòèííîñòü êîòîðîãî ìû îáÿçàíû ïðèçíàòü, åñëè ñ÷èòàåì íàøå îïðåäåëåíèå ôîðìàëü-
íîãî äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíûì. Â ñåìàíòè÷åñêîì âàðèàíòå ïåðâàÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñî âòîðîé è ãîðàçäî áîëåå îïàñíà äëÿ ôîðìàëèçìà.
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5 Òåîðåìû Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå

5.1 Íàñêîëüêî õîðîøà èñòèíà?

Ïåðâàÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå óòâåðæäàåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîé íåïðîòèâî-
ðå÷èâîé ñèñòåìû àêñèîì, â êîòîðîé äîêàçóåìû âñå èñòèííûå â (N,+, ·) ïðåäëîæåíèÿ.
Ââåäåì òåïåðü íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ.

Êàê îáû÷íî, çàíóìåðóåì êàêèì-íèáóäü ðàçðåøèìûì îáðàçîì âñå çàìêíóòûå ïðåä-
ëîæåíèÿ ñèãíàòóðû (+, ·). Áóäåò óäîáíî, õîòÿ ýòî ñîâåðøåííî íå îáÿçàòåëüíî, ââåñòè
òàêóþ íóìåðàöèþ, ïðè êîòîðîé áîëåå êîðîòêèì ïðåäëîæåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ìåíü-
øèå íîìåðà. Íóìåðàöèÿ çàäàåò ðàñêðàñêó íàòóðàëüíîãî ðÿäà â äâà öâåòà: öâåòàì ñî-
îòâåòñòâóåò èñòèííîñòü èëè ëîæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäëîæåíèé. Ïóñòü T ⊂ N
� ìíîæåñòâî íîìåðîâ èñòèííûõ ïðåäëîæåíèé.

45. Ïëîòíîñòü êàêèõ ïðåäëîæåíèé áóäåò áîëüøåé, èñòèííûõ èëè ëîæíûõ?

Ôèêñèðóåì òåïåðü êàêóþ-íèáóäü ðàçðåøèìóþ ñèñòåìó àêñèîì Γ ñèãíàòóðû (+, ·),
äëÿ êîòîðîé (N,+, ·) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü àêñèîìàòèêó Ïåàíî
(åñëè âûðàçèòü S è 0 ÷åðåç +). Ïóñòü D ⊂ N � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ïðåäëîæåíèé,
äîêàçóåìûõ â Γ. Ïî òåîðåìå î êîððåêòíîñòè èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ D ⊂ T .

Òåîðåìà 4. (ïåðâàÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå, ñåìàíòè÷åñêàÿ âåðñèÿ) D 6= T .

Ñðàâíèì ñðàçó ýòó òåîðåìó ñ òåîðåìîé î ïîëíîòå èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ. Òåîðåìà
Ãåäåëÿ î ïîëíîòå óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ïðåäëîæåíèå èñòèííî âî âñåõ ìîäåëÿõ ñèñòåìû
àêñèîì Γ, òî îíî äîêàçóåìî â Γ. Òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå óòâåðæäàåò, ÷òî, êàêóþ
áû ìû ñèñòåìó àêñèîì Γ íå âçÿëè, èç èñòèííîñòè ïðåäëîæåíèÿ â N (ò.å. â îäíîé êîí-
êðåòíîé ìîäåëè) íå ñëåäóåò äîêàçóåìîñòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùíîñòü íàòóðàëüíûõ
÷èñåë íåâîçìîæíî ñõâàòèòü àêñèîìàòè÷åñêè. Êîìáèíèðóÿ òåîðåìó î ïîëíîòå ñ òåîðå-
ìîé î íåïîëíîòå, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ó ñèñòåìû àêñèîì Ïåàíî, íàïðèìåð, åñòü
ìîäåëè, íå èçîìîðôíûå (N,+, ·). Òàêèå ìîäåëè íàçûâàþòñÿ íåñòàíäàðòíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé òåîðåìû Ãåäåëÿ ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà íåñêîëüêî øàãîâ.

Òåîðåìà 5. Ìíîæåñòâî T ⊂ N ïðåäëîæåíèé, èñòèííûõ â (N,+, ·)
1) íåðàçðåøèìî;
2) íåïåðå÷èñëèìî;
3) íåâûðàçèìî.

Ãäå ïîä âûðàçèìîñòüþ ñåé÷àñ è â äàëüíåéøåì áóäåì ïîäðàçóìåâàòüñÿ èìåííî
àðèôìåòè÷åñêóþ âûðàçèìîñòü, ò.å. âûðàçèìîñòü â (N,+, ·). Ïóíêò (3) íàçûâàåòñÿ òåî-
ðåìîé Òàðñêîãî î íåâûðàçèìîñòè èñòèíû. Êàê ìû çíàåì, èç íåâûðàçèìîñòè ñëåäóåò
íåïåðå÷èñëèìîñòü, à èç íåïåðå÷èñëèìîñòè � íåðàçðåøèìîñòü. Ïóíêò (2), ôàêòè÷åñêè,
è åñòü ïåðâàÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå, ïðè÷åì â íàèáîëåå ïðÿìîé è ïðèÿòíîé äëÿ
ìàòåìàòèêà ôîðìóëèðîâêå (ïðàâäà, òðåáóþùåé çíàíèÿ òåîðèè àëãîðèòìîâ). Äåéñòâè-
òåëüíî, äëÿ ëþáîãî ðàçóìíîãî îïðåäåëåíèÿ ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà ìíîæåñòâî
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äîêàçóåìûõ ïðåäëîæåíèé áóäåò ïåðå÷èñëèìî. Ò.å. òåîðåìà Ãåäåëÿ ñðàçó ñëåäóåò èç (2)
èëè (3) è óæå èçâåñòíîãî íàì óòâåðæäåíèÿ:

Òåîðåìà 6. Ìíîæåñòâî D ⊂ N ïðåäëîæåíèé, äîêàçóåìûõ â Γ
1) ïåðå÷èñëèìî;
2) âûðàçèìî.

Ðàçðåøèìîñòü ìíîæåñòâà D çàâèñèò, êîíå÷íî, îò êîíêðåòíîé ñèñòåìû àêñèîì.

◦ 46. Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à ïðîâåðêè îáùåçíà÷èìîñòè ïðåäëîæåíèÿ ÿçûêà ïåðâîãî
ïîðÿäêà, àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà äëÿ ñèãíàòóðû, ñîñòîÿùåé èç îäíîãî äâóìåñò-
íîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà è îäíîãî äâóìåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà.

Ïîëåçíî òàêæå äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò âûðàçèìûå, íî íåïåðå÷èñëèìûå ìíîæå-
ñòâà:

Òåîðåìà 7. Ìíîæåñòâî N\S íåîñòàíàâëèâàþùèõñÿ ïðîãðàìì
1) íåðàçðåøèìî;
2) íåïåðå÷èñëèìî;
3) âûðàçèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïåðå÷èñëèìîñòü N\S áûëà äîêàçàíà ðàíåå. Òàêæå áûëà äîêàçà-
íà ïåðå÷èñëèìîñòü, è ñëåäîâàòåëüíî, âûðàçèìîñòü S. Âûðàçèìîñòü N\S ñëåäóåò èç
ñâîéñòâ âûðàçèìûõ ìíîæåñòâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìíîæåñòâî S âûðàæàåòñÿ ïðåäëî-
æåíèåì P (x), òî ìíîæåñòâî N\S âûðàæàåòñÿ ïðåäëîæåíèåì ¬P (x).�

Çàìåòèì åùå, ÷òî èç ñåìàíòè÷åñêîé âåðñèè òåîðåìû Ãåäåëÿ ëåãêî ñëåäóåò âåðñèÿ
ñèíòàêñè÷åñêàÿ:

Òåîðåìà 8. Ïóñòü Γ � ñèñòåìà àêñèîì ñèãíàòóðû (+, ·), äëÿ êîòîðîé (N,+, ·) ÿâ-
ëÿåòñÿ ìîäåëüþ. Òîãäà Γ íåïîëíà.

5.2 Òåîðåìà Òàðñêîãî î íåâûðàçèìîñòè èñòèíû

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Òàðñêîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ (ðàçðåøèìàÿ) íóìåðàöèÿ ìíî-
æåñòâà ïðåäëîæåíèé ñ îäíèì ïàðàìåòðîì. Ïóñòü Fn(·) � ïðåäëîæåíèå ñ îäíèì ïàðà-
ìåòðîì, ñîîòâåòñòâóþùåå n ∈ N.

Òåîðåìà 9. Ìíîæåñòâî T ⊂ N ïðåäëîæåíèé, èñòèííûõ â (N,+, ·), íåâûðàçèìî â
(N,+, ·).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü îò ïðîòèâíîãî: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî
T âûðàæàåòñÿ íåêîòîðûì ïðåäëîæåíèåì τ(·). Ðàññìîòðèì òîãäà òàêîå ïðåäëîæåíèå
P (x):

∃z(¬τ(z) ∧ Subst(z, x, x)),

ãäå Subst(p, q, r) âûðàæàåò ïðåäèêàò: p åñòü íîìåð ïðåäëîæåíèÿ (â íóìåðàöèè çàìêíó-
òûõ ïðåäëîæåíèé), êîòîðîå ïîëó÷èòñÿ, åñëè â q-îå ïðåäëîæåíèå ñ îäíèì ïàðàìåòðîì
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ïîäñòàâèòü ïåðåìåííóþ r âìåñòî ýòîãî ïàðàìåòðà. Äðóãèìè ñëîâàìè, Subst(p, q, r) âû-
ðàæàåò ïðåäèêàò: p åñòü íîìåð Fq(r). Î÷åâèäíî, ýòîò ïðåäèêàò ðàçðåøèì, è ïîýòîìó
òàêîå ïðåäëîæåíèå Subst(p, q, r) äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò. Ïðè íàëè÷èè òåðïåíèÿ åãî
ìîæíî äàæå ÿâíî âûïèñàòü êàê ïðåäëîæåíèå â ñèãíàòóðå (+, ·).

Íî P (x) � ïðåäëîæåíèå ñ îäíèì ïàðàìåòðîì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî íà-
òóðàëüíîãî N

P (x) ≡ FN(x)

Çàäàäèìñÿ òåïåðü âîïðîñîì, èñòèííî èëè ëîæíî çàìêíóòîå ïðåäëîæåíèå P (N). Åñëè
P (N) èñòèííî, òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî Z, ÷òî çàìêíóòîå ïðåäëîæåíèå,
èìåþùåå íîìåð Z, ëîæíî è ïðè ýòîì Z åñòü íîìåð ïðåäëîæåíèÿ FN(N) ≡ P (N)! Åñëè
æå P (N) ëîæíî, òî ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íîå ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå
ïðåäïîëîæåíèå î âûðàçèìîñòè T áûëî íåâåðíûì.�

Òÿíåò ñêàçàòü, ÷òî ïðåäëîæåíèå P (N) óòâåðæäàåò ñîáñòâåííóþ ëîæíîñòü. Íà íàø
âçãëÿä, ýòî íåâåðíî. P (N) íå óòâåðæäàåò ñîáñòâåííóþ ëîæíîñòü ïîäîáíî òîìó, êàê
ïðåäëîæåíèå ¾ýòî ïðåäëîæåíèå ëîæíî¿ óòâåðæäàåò ñîáñòâåííóþ ëîæíîñòü. P (N) �
ýòî îáû÷íîå, õîòÿ è î÷åíü äëèííîå, àðèôìåòè÷åñêîå ïðåäëîæåíèå ñ ìíîæåñòâîì ñêî-
áîê, êâàíòîðîâ, ïåðåìåííûõ è çíàêîâ =, +, · (êîíå÷íî, ïðåäëîæåíèÿ P (N) íå ñó-
ùåñòâóåò, êàê ìû òîëüêî ÷òî äîêàçàëè). Îíî óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðîãî
Z ∈ N ñ êàêèìè-òî î÷åíü ñòðàííûìè àðèôìåòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ëèøü èç ìå-
òàðàññóæäåíèé ìû çíàåì, ÷òî P (N) â íåêîòîðîì ñìûñëå êîäèðóåò ïàðàäîêñ ëæåöà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðåäëîæåíèå íà ôîðìàëüíîì ÿçûêå àðèôìåòèêè íèêàê íå ìîæåò
óòâåðæäàòü ñîáñòâåííóþ ëîæíîñòü � ïðåäëîæåíèå ¾ýòî ïðåäëîæåíèå ëîæíî¿ ïîñòðî-
èìî ëèøü â ñâåðõáîãàòûõ ÿçûêàõ òèïà ðóññêîãî, ãäå âîçìîæíî ñìåøåíèå óðîâíÿ è ìå-
òàóðîâíÿ. Â äîêàçàòåëüñòâå æå òåîðåìû Òàðñêîãî (è òåîðåì Ãåäåëÿ) òàêîãî ñìåøåíèÿ
íå ïðîèñõîäèò.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. Íî ìû íà
ýòîì íå îñòàíîâèìñÿ è ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî ïîëåçíûõ äëÿ ìàòåìàòèêè è èíòåðåñ-
íûõ äëÿ ôèëîñîôèè ðàññóæäåíèé. Îêàçûâàåòñÿ, íåáîëüøîå èçìåíåíèå äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû Òàðñêîãî ïîçâîëÿåò ÿâíî ïîñòðîèòü èñòèííîå, íî íå äîêàçóåìîå ïðåäëîæåíèå.

Ïóñòü ïðåäëîæåíèå Provable(·) âûðàæàåò ìíîæåñòâî äîêàçóåìûõ ïðåäëîæåíèé D.
Ðàññìîòðèì ïðåäëîæåíèå P (x):

∃z(¬Provable(z) ∧ Subst(z, x, x))

Èç ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèÿì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Òàðñêîãî ñëå-
äóåò, ÷òî P (N) êîäèðóåò ñîáñòâåííóþ íåäîêàçóåìîñòü! Ìîæåò ëè P (N) áûòü ëîæíûì?
Íåò, ò.ê. òîãäà P (N) äîêàçóåìî, è ïîýòîìó èñòèííî. Ìîæåò ëè P (N) áûòü äîêàçóå-
ìûì? Íåò, ò.ê. òîãäà îíî èñòèííî, è ïîýòîìó íåäîêàçóåìî. Ñëåäîâàòåëüíî, P (N) �
èñòèííîå, íî íå äîêàçóåìîå ïðåäëîæåíèå! Ïðè íàëè÷èè òåðïåíèÿ ïðåäëîæåíèå P (N)
ìîæíî âûïèñàòü ÿâíî.

Èòàê, ïî ñèñòåìå àêñèîì Γ ìû ÿâíî ïðåäúÿâèëè èñòèííîå, íî íå äîêàçóåìîå â Γ
ïðåäëîæåíèå. Óìåñòíî ñïðîñèòü: îòêóäà æå ìû çíàåì, ÷òî îíî èñòèííî, åñëè îíî íå
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äîêàçóåìî? Îòâåò: èç ìåòàðàññóæäåíèé. Áîëåå òî÷íî, â äîêàçàòåëüñòâå èñòèííîñòè
P (N) ìû èñïîëüçîâàëè, ÷òî ëþáîå ôîðìàëüíî äîêàçóåìîå ïðåäëîæåíèå èñòèííî, ò.å.
íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñèñòåìû àêñèîì Γ.

Ìîæíî äîáàâèòü ïðåäëîæåíèå P (N) â Γ è ïîëó÷èòü íîâóþ ñèñòåìó àêñèîì Γ1 =
Γ∪{P (N)}. Íî ê Γ1 ðàññóæäåíèå Ãåäåëÿ òîæå áóäåò ïðèìåíèìî: íàéäåòñÿ ïðåäëîæåíèå
P1(N1), íå äîêàçóåìîå â Γ1, íî èñòèííîñòü êîòîðîãî ìû îáÿçàíû ïðèçíàòü, ò.ê. Γ1

íåïðîòèâîðå÷èâà, è ò.ä.. Çäåñü õîðîøî çàìåòíà ïàðàëëåëü ñ ïðîáëåìîé îñòàíîâêè. Ïî
ëþáîìó ÷àñòè÷íîìó ðåøàòåëþ ïðîáëåìû îñòàíîâêè ìû ñòðîèëè ïðîãðàììó, ñ êîòîðîé
ýòîò ðåøàòåëü íå ñïðàâëÿëñÿ, íî èç ìåòàðàññóæäåíèé ñëåäîâàëî, ÷òî ýòà ïðîãðàììà
íå îñòàíîâèòñÿ. Òîãäà ìîæíî áûëî óëó÷øèòü ðåøàòåëü, äîáàâèâ â åãî áàçó çíàíèé ýòó
ïðîãðàììó è ïîëó÷èòü íîâûé. Äëÿ ýòîãî íîâîãî ðåøàòåëÿ òîæå ñóùåñòâóåò ïîäîáíàÿ
ïðîãðàììà è ò.ä..

Âñå ýòè ðàññóæäåíèÿ, êîíå÷íî, ïðîõîäÿò, åñëè â êà÷åñòâå Γ âçÿòü ñèñòåìó àêñè-
îì Ïåàíî. Ìîæíî ÿâíî âûïèñàòü èñòèííîå ïðåäëîæåíèå, íå äîêàçóåìîå â PA. Îíî,
ïðàâäà, áóäåò î÷åíü äëèííûì è íå èíòåðåñíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ àðèôìåòèêè. Îäíàêî
ñåé÷àñ óæå èçâåñòíû îòíîñèòåëüíî êîðîòêèå è èíòåðåñíûå àðèôìåòè÷åñêèå èñòèíû,
íå äîêàçóåìûå â PA. Îäèí èç òàêèõ ïðèìåðîâ � çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Ãóäñòåéíà.

5.3 Åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ãåäåëÿ

Ðàçâèòàÿ íàìè òåîðèÿ ïîçâîëÿåò äàòü åùå îäíî, áîëåå êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé
òåîðåìû Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå. Êðàòêîñòü áóäåò äîñòèãíóòà çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü âûðàçèìîñòü âñåõ ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ, à íå òîëüêî ìíîæåñòâà D
äîêàçóåìûõ ïðåäëîæåíèé. Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà: åñëè ìíîæåñòâî T èñòèí-
íûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðåäëîæåíèé ïåðå÷èñëèìî, òî ïåðå÷èñëèìî è ëþáîå âûðàçèìîå
ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 10. Ìíîæåñòâî T èñòèííûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðåäëîæåíèé íåïåðå÷èñëè-
ìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü T ïåðå÷èñëèìî. Ïåðå÷èñëèì òîãäà ïðîèçâîëü-
íîå âûðàçèìîå ìíîæåñòâî A ⊂ N. Ïóñòü A âûðàæàåòñÿ ïðåäëîæåíèåì P (x). Çàïóñòèì
ïðîãðàììó, ïåðå÷èñëÿþùóþ T . Åñëè ýòà ïðîãðàììà âûäàåò ïðåäëîæåíèå P (S . . . S0),
ãäå S íàïèñàíî k ðàç, òî k ∈ A. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîãðàììó, ïåðå÷èñ-
ëÿþùóþ A. Íî áûâàþò è âûðàçèìûå íåïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà. Ïðîòèâîðå÷èå.�

5.4 Âòîðàÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå

Âòîðàÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå óòâåðæäàåò, ÷òî íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñèñòåìû àê-
ñèîì Ïåàíî íå äîêàçóåìà â íåé ñàìîé (è ñëåäîâàòåëüíî, íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ZF íå
äîêàçóåìà â PA). Íà óðîâíå èäåé âòîðàÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ ýëåìåíòàðíî ñëåäóåò èç ïåð-
âîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäëîæåíèå èñòèí-
íîå G, íå äîêàçóåìîå â PA, íî äîêàçóåìîå, åñëè ó÷èòûâàòü åùå è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü
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PA. Ïîýòîìó, åñëè áû íåïðîòèâîðå÷èâîñòü PA áûëà áû äîêàçóåìà â PA, òî G áûëî áû
òîæå äîêàçóåìî â PA. Ïîñòàðàåìñÿ òåïåðü ïðîâåñòè ýòî ðàññóæäåíèå àêêóðàòíî.

Äëÿ íà÷àëà, êàê íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ÷åãî óãîäíî â ïðèíöèïå ìîæåò áûòü äîêàçà-
íà â PA, åñëè â PA äîêàçûâàþòñÿ òîëüêî àðèôìåòè÷åñêèå ïðåäëîæåíèÿ? Äåëî â òîì,
÷òî â PA ìîæíî ïîïûòàòüñÿ äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå, â íåêîòîðîì ñìûñëå êîäèðóþ-
ùåå íåïðîòèâîðå÷èâîñòü PA. À èìåííî, ïóñòü ϕ � çàìêíóòîå ïðåäëîæåíèå ñèãíàòóðû
(+, ·). Ïðåäèêàò ¾X åñòü íîìåð äîêàçàòåëüñòâà â PA ïðåäëîæåíèÿ ϕ¿ ðàçðåøèì. Ñëå-
äîâàòåëüíî, îí âûðàæàåòñÿ íåêîòîðûì ïðåäëîæåíèåì Proofϕ(x). Ïðåäëîæåíèå

∃xProofϕ(x)

êðàòêî áóäåì çàïèñûâàòü êàê �ϕ. Òàêèì îáðàçîì, ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó ïðåäëîæå-
íèþ ϕ ìû ïîñòðîèëè äðóãîå çàìêíóòîå ïðåäëîæåíèå, êîäèðóþùåå äîêàçóåìîñòü ϕ.
Òî÷íåå, èç ìåòàðàññóæäåíèé ìû çíàåì, ÷òî �ϕ èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ϕ äîêàçóåìî. Ïðåäëîæåíèå

¬�⊥

êîäèðóåò íåïðîòèâîðå÷èâîñòü PA.
Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî �ϕ � ýòî èìåííî àðèôìåòè÷åñêîå ïðåäëîæåíèå, ò.å. ïðåäëî-

æåíèå òîé æå ñèãíàòóðû (+, ·). Îíî, êîíå÷íî, î÷åíü äëèííîå è ñ ìíîæåñòâîì êâàíòî-
ðîâ. Â äîêàçàòåëüñòâå âòîðîé òåîðåìû Ãåäåëÿ î÷åíü âàæíî íå ïóòàòü äâà óðîâíÿ: óðî-
âåíü è ìåòàóðîâåíü. Äîãîâîðèìñÿ ïîýòîìó àðèôìåòè÷åñêèå ïðåäëîæåíèÿ çàïèñûâàòü
ñòðàííûìè çíà÷êàìè, ëàòèíñêèìè èëè ãðå÷åñêèì áóêâàìè, à óòâåðæäåíèÿ ìåòàóðîâíÿ
� íà ðóññêîì. Íàïðèìåð, �ϕ � ýòî àðèôìåòè÷åñêîå ïðåäëîæåíèÿ, à ¾ϕ äîêàçóåìî¿
� óòâåðæäåíèå ìåòàÿçûêà.

Ëåììà 3. Ïóñòü G � èñòèííîå, íî íå äîêàçóåìîå â PA ïðåäëîæåíèå, ïîëó÷åííîå
ïðèìåíåíèåì ê PA êîíñòðóêöèè èç äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé òåîðåìû Ãåäåëÿ. Òîãäà
ïðåäëîæåíèå ¬�⊥ → G äîêàçóåìî â PA.

Ïðè íàëè÷èè æåëàíèÿ è òåðïåíèÿ ìîæíî ïðåäúÿâèòü ýòî ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëü-
ñòâî ÿâíî. Ìû, îäíàêî, íå áóäåì åãî ïðåäúÿâëÿòü, ò.ê. ýòà ëåììà î÷åíü îæèäàåìà:
ôàêòè÷åñêè îíà óòâåðæäàåò, ÷òî ôèíèòíàÿ ÷àñòü ïåðâîé òåîðåìû Ãåäåëÿ (åñëè PA
íåïðîòèâîðå÷èâà, òî G èñòèííî), ìîæåò áûòü ôîðìàëüíî äîêàçàíà â PA. Äðóãèìè
ñëîâàìè, àêñèîìàòèêà Ïåàíî äîñòàòî÷íî áîãàòà äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåñòè â íåé ôèíèò-
íóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé òåîðåìû. Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ñôîðìóëèðóåì
åùå îäíî åñòåñòâåííîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå, ïðàâäà, íå ïîíàäîáèòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå
âòîðîé òåîðåìû Ãåäåëÿ.

Óòâåðæäåíèå 12. Åñëè ïðåäëîæåíèå �ϕ èñòèííî â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè PA, òî
�ϕ äîêàçóåìî â PA.

Òåîðåìà 11. (âòîðàÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå) Ïðåäëîæåíèå ¬�⊥ íåäîêàçóåìî
â PA.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü ïðåäëîæåíèå ¬�⊥ äîêàçóåìî â PA. Ïî ëåììå,
â PA äîêàçóåìî è ïðåäëîæåíèå ¬�⊥ → G. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Modus Ponens,
ìîæíî ïîëó÷èòü è ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî G â PA. Ïðîòèâîðå÷èå.�

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ âòîðàÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ äëÿ ZF (¬�⊥ òåïåðü ÿâëÿåòñÿ ïðåä-
ëîæåíèåì ñèãíàòóðû {∈}):

Òåîðåìà 12. Åñëè ZF íåïðîòèâîðå÷èâà, òî ïðåäëîæåíèå ¬�⊥ íåäîêàçóåìî â ZF.

Ìû ïîëó÷èëè çàáàâíûé ôàêò: åñëè ñèñòåìà àêñèîì ZF íåïðîòèâîðå÷èâà, òî åå
íåïðîòèâîðå÷èâîñòü íåäîêàçóåìà, à åñëè ZF ïðîòèâîðå÷èâà, òî åå íåïðîòèâîðå÷èâîñòü
äîêàçóåìà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ó êîãî-òî âäðóã ïîëó÷èòñÿ äîêàçàòü íåïðîòèâîðå÷è-
âîñòü ZF, òî ìû òî÷íî áóäåì çíàòü, ÷òî ZF ïðîòèâîðå÷èâà.

Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü çàìåòèë, ÷òî ïåðâàÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ áûëà äîêàçàíà äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû àêñèîì ñèãíàòóðû (+, ·) (äëÿ êîòîðîé íàòóðàëüíûå ÷èñëà ÿâ-
ëÿþòñÿ ìîäåëüþ), à âòîðàÿ � èìåííî äëÿ PA. Íàñêîëüêî ñóùåñòâåííà èìåííî àêñè-
îìàòèêà Ïåàíî â äîêàçàòåëüñòâå âòîðîé òåîðåìû? Îòâåò: îíà äîâîëüíî ñóùåñòâåííà,
ò.ê. â áîëåå ñëàáîé ñèñòåìå àêñèîì ìîæåò íå ïîëó÷èòüñÿ äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå

¬�⊥ → G

Â íà÷àëå XXI âåêà áûëè îòêðûòû ñèñòåìû àêñèîì àðèôìåòèêè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
äîêàçàòü ñîáñòâåííóþ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü. Â ýòèõ àêñèîìàõ äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé
òåîðåìû Ãåäåëÿ, êîíå÷íî, íå ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî.

Âòîðàÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ äàåò åùå îäèí ìåòîä (ýêâèâàëåíòíûé ïåðâîìó, êàê ìû
äîêàçàëè) ïîñòåïåííîãî ðàñøèðåíèÿ ñèñòåìû àêñèîì. Îáîçíà÷èì ñèñòåìó àêñèîì PA
÷åðåç Γ0 è îáðàçóåì Γ1 = Γ0∪χ0, ãäå χ0 êîäèðóåò íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γ0. Àíàëîãè÷íî
áóäåì îáðàçîâûâàòü Γ2, Γ3 è ò.ä..

47. Äîêàçóåìà ëè ïåðâàÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå â ñèñòåìå àêñèîì Ïåàíî?
Ðåøåíèå: î÷åâèäíî, íåò. Êàê è ìíîãèå äðóãèå ìåòàòåîðåìû, îíà äàæå íå ôîðìó-

ëèðóåòñÿ íà ÿçûêå àðèôìåòèêè! Òåì íå ìåíåå, â ñèñòåìå àêñèîì Ïåàíî äîêàçóåìû
ïðåäëîæåíèÿ

¬�⊥ → ¬�G è ¬�G↔ G,

ãäå G � ïîñòðîåííîå ðàíåå Ãåäåëåâñêîå ïðåäëîæåíèå. Â íåêîòîðîì ñìûñëå ýòè àðèô-
ìåòè÷åñêèå ïðåäëîæåíèÿ êîäèðóþò ïåðâóþ òåîðåìó Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå.

6 Çëîóïîòðåáëåíèÿ òåîðåìîé Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå

6.1 Ñòàíäàðòíûå çëîóïîòðåáëåíèÿ

Ïåðâàÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå ÿâëÿåòñÿ, ïîæàëóé, ñàìîé èçâåñòíîé òåîðåìîé
ìàòåìàòèêè XX âåêà. Ýòà èçâåñòíîñòü, âìåñòå ñ åå áîëüøèì ôèëîñîôñêèì çíà÷åíèåì
è âîñòðåáîâàííîñòüþ ñðåäè íåìàòåìàòèêîâ ïîðîäèëè ìíîæåñòâî íåòî÷íûõ èëè äàæå
íåâåðíûõ ôîðìóëèðîâîê òåîðåìû Ãåäåëÿ. Íàïðèìåð:
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1. Ëþáàÿ ôîðìàëüíàÿ ñèñòåìà ëèáî ïðîòèâîðå÷èâà, ëèáî íåïîëíà.

2. Ñóùåñòâóþò íåäîêàçóåìûå èñòèíû.

3. Ñóùåñòâóþò óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå íåëüçÿ íè äîêàçàòü, íè îïðîâåðãíóòü.

4. Èñòèííîñòü ïðåäëîæåíèé â ÿçûêå ñðåäñòâàìè ýòîãî ÿçûêà íåâûðàçèìà (íåòî÷íàÿ
ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Òàðñêîãî î íåâûðàçèìîñòè èñòèíû). Èëè ïðîñòî: èñòèíà
íåâûðàçèìà.

5. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñèñòåìû àêñèîì íå ìîæåò áûòü äîêàçàíà â ñàìîé ýòîé ñè-
ñòåìå àêñèîì.

Óòâåðæäåíèå (1), äàæå åñëè óòî÷íèòü, ÷òî òàêîå ôîðìàëüíàÿ ñèñòåìà, ïðîñòî
íåâåðíî. Â ìàòåìàòèêå èçâåñòíî ìíîãî ñèñòåì àêñèîì, ÿâëÿþùèõñÿ îäíîâðåìåííî
íåïðîòèâîðå÷èâûìè è ïîëíûìè. Ñðåäè íèõ âñòðå÷àþòñÿ è íåòðèâèàëüíûå, íàïðèìåð,
ñèñòåìà àêñèîì Òàðñêîãî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Ãîâîðèòü, ÷òî èç òåîðåìû Ãåäåëÿ ñëå-
äóåò, ÷òî ëþáîå çàêîíîäàòåëüñòâî ëèáî ïðîòèâîðå÷èâî, ëèáî íåïîëíî, ìîæíî òîëüêî
ðàäè øóòêè. Çàêîíîäàòåëüñòâà, êîíå÷íî, íå ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûìè ñèñòåìàìè. Ôîð-
ìóëèðîâêà (2) óæå ëó÷øå: íåîáõîäèìî òîëüêî óòî÷íèòü, ÷òî èìååòñÿ â âèäó èñòèííîñòü
â èíòåðïðåòàöèè (N,+, ·) è ÷òî òàêîå äîêàçóåìîñòü.

Óòâåðæäåíèå (3) âåðíî äëÿ ëþáîé íåïðîòèâîðå÷èâîé ñèñòåìû àêñèîì ñèãíàòóðû
(+, ·), äëÿ êîòîðîé (N,+, ·) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ, èëè æå äëÿ áîëåå îáùèõ ñèñòåì òèïà ZF
â ñëó÷àå èõ íåïðîòèâîðå÷èâîñòè. Ôîðìóëèðîâêà (4) òàêæå ñòàíîâèòñÿ òî÷íîé, åñëè çà-
ìåíèòü ¾ÿçûê¿ íà ¾ÿçûê ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ñèãíàòóðîé (+, ·, . . .)¿ è ïîä âûðàçèìîñòüþ
ïîäðàçóìåâàòü âûðàçèìîñòü â (N,+, ·, . . .). (5) íåâåðíî ñðàçó ïî äâóì ïðè÷èíàì: âî-
ïåðâûõ, ïðåäëîæåíèÿ î ïðîòèâîðå÷èâîñòè èëè íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ñèñòåìû àêñèîì
íå ìîãóò áûòü äàæå ñôîðìóëèðîâàíû íà ÿçûêå ñèñòåìû, è âî-âòîðûõ, áûâàþò àêñè-
îìàòèêè, â êîòîðûõ ïðåäëîæåíèå, êîäèðóþùåå èõ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü, òàêè ìîæåò
áûòü äîêàçàíî. Ïðàâèëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà âòîðîé òåîðåìû Ãåäåëÿ òàêîâà: ïðåäëî-
æåíèå, êîäèðóþùåå íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ZF, íåäîêàçóåìî â PA. Èëè: ïðåäëîæåíèå,
êîäèðóþùåå íåïðîòèâîðå÷èâîñòü PA, íåäîêàçóåìî â PA.

Ó÷èòûâàÿ ñóùåñòâîâàíèå òåîðåìû Ãåäåëÿ î ïîëíîòå, ïîëíûõ ðàçðåøèìûõ òåî-
ðèé, ñàìîâåðèôèöèðóåìûõ òåîðèé, àðèôìåòèêè âòîðîãî ïîðÿäêà è ò.ä., î÷åíü âàæ-
íî ïîìíèòü è ïîíèìàòü ñòðîãóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåì î íåïîëíîòå. Ëó÷øå âñåãî,
êàê íàì êàæåòñÿ, çàïîìíèòü òàêóþ ôîðìóëèðîâêó: ìíîæåñòâî èñòèííûõ àðèôìåòè-
÷åñêèõ ïðåäëîæåíèé íåâûðàçèìî, è ñëåäîâàòåëüíî, íåïåðå÷èñëèìî. Ïîìíÿ î òîì, ÷òî
òàêîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî è ïî÷åìó ïðè ëþáîì ðàçóìíîì ïîäõîäå ê îïðåäåëåíèþ
ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà ìíîæåñòâî äîêàçóåìûõ ïðåäëîæåíèé îáÿçàòåëüíî ïåðå-
÷èñëèìî, èç íåå ëåãêî âûâåñòè áîëåå çíà÷èìûå äëÿ ôèëîñîôèè ôîðìóëèðîâêè. Âàæíî
òàêæå ïîìíèòü èäåþ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé òåîðåìû î íåïîëíîòå (ÿâíîå ïîñòðîåíèå
ïðåäëîæåíèÿ, êîäèðóþùåãî ñîáñòâåííóþ íåäîêàçóåìîñòü).

Îäíàêî òåîðåìó Ãåäåëÿ ìîæíî íå òîëüêî íåâåðíî ñôîðìóëèðîâàòü, íî è íåêîð-
ðåêòíî èíòåðïðåòèðîâàòü. Íåïðàâèëüíî, íàïðèìåð, óòâåðæäàòü, ÷òî òåîðåìà Ãåäåëÿ
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óêàçûâàåò íà ïðèíöèïèàëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü âîçìîæíîñòåé ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêà-
çàòåëüñòâ è ÷òî òåïåðü íàì ìîæíî âñå äîêàçûâàòü íåñòðîãî. Òåîðåìà Ãåäåëÿ óêàçû-
âàåò íà ïðèíöèïèàëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü âîçìîæíîñòåé ôîðìàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ.
Äîêàçàòåëüñòâà, ðåàëüíî èñïîëüçóåìûå â ìàòåìàòèêå, êàê ìû ãîâîðèëè, � ýòî íè â
êîåì ñëó÷àå íå ôîðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà. Ôîðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿþòñÿ
ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè, íàïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ èëè ãðóïï. Ìàòåìàòè÷åñêèå
æå äîêàçàòåëüñòâà íàõîäÿòñÿ óæå íà ìåòàóðîâíå. Â ýòîì ñìûñëå ñàìà òåîðåìà Ãå-
äåëÿ ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðåìîé, íå óñòóïàþùåé ïî ñòðîãî-
ñòè ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà, íàïðèìåð, áîëüøîé òåîðåìå Ôåðìà. Áîëåå òîãî,
àðèôìåòè÷åñêîå ïðåäëîæåíèå, êîäèðóþùåå ïåðâóþ òåîðåìó Ãåäåëÿ, ìîæåò áûòü äàæå
ôîðìàëüíî äîêàçàíî â ñèñòåìå àêñèîì Ïåàíî.

Òî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ èñòèíà âûõîäèò çà ðàìêè ëþáîãî ôîðìàëèçìà, ÿñíî è áåç
òåîðåìû Ãåäåëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, êàê áû ìû èíà÷å ðåøàëè, êàêèå àêñèîìû è ïðàâèëà
âûâîäà áðàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôîðìàëüíîé ñèñòåìû? Òåîðåìà Ãåäåëÿ ãîâîðèò áîëüøåå:
íåâîçìîæíî îáðàòèòüñÿ ê ïîíÿòèþ èñòèííîñòè òîëüêî îäèí ðàç, â ñàìîì íà÷àëå, à
ïîòîì óæå ñòðîèòü ìàòåìàòèêó íà îñíîâå ôîðìàëüíûõ ñèíòàêñè÷åñêèõ ïðàâèë.

6.2 Èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò è èñêóññòâåííîå ñîçíàíèå

Â êíèãå Ðîäæåðà Ïåíðîóçà ¾Íîâûé óì êîðîëÿ. Î êîìïüþòåð, ìûøëåíèè è çàêîíàõ
ôèçèêè¿ òåîðåìà Ãåäåëÿ âîçíèêàåò â äðóãîì êîíòåêñòå.

Ñåé÷àñ íàñ ïîâñþäó îêðóæàþò êîìïüþòåðû è êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû. Ïðî-
ãðàììû ðåøàþò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, èãðàþò â øàõìàòû ëó÷øå ÷åëîâåêà
è äàæå ñîçäàþò è èçìåíÿþò äðóãèå ïðîãðàììû. Ìîãóò ëè êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè
â áóäóùåì ðàçâèòüñÿ íàñòîëüêî, ÷òî ïðîãðàììû óæå íè÷åì íå áóäóò óñòóïàòü ÷åëîâå-
êó? Íàñòîëüêî, ÷òî ëþáîé âèä èíòåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëüíîñòè, êîòîðîé çàíèìàþòñÿ
ëþäè, áóäåò òàêæå äîñòóïåí êîìïüþòåðàì? Äðóãèìè ñëîâàìè, âîçìîæíî ëè ñîçäàíèå
èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, íå óñòóïàþùåãî ïî ñâîèì âîçìîæíîñòÿì ÷åëîâå÷åñêîìó
èíòåëëåêòó (òàêîé èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì íàçûâàòü ñèëü-
íûì ÈÈ)? Íàêîíåö, íå ÿâëÿåìñÿ ëè ìû ñàìè âñåãî ëèøü êîìïüþòåðàìè, ¾ñäåëàííûìè
èç ìÿñà¿?

Ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûõ çàäà÷ äîêàçûâàåò ëèøü íåâîçìîæ-
íîñòü àáñîëþòíîãî ÈÈ, ðåøàþùåãî ëþáóþ çàäàííóþ åìó çàäà÷ó. Íî íàì è íå íóæåí
àáñîëþòíûé èíòåëëåêò. ×åëîâåê æå íå ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ñìîæåò ðåøèòü ïðî-
áëåìó îñòàíîâêè äëÿ ïðîèçâîëüíîé âõîäíîé ïðîãðàììû. Òî æå îòíîñèòñÿ è ê ïåðâîé
òåîðåìå Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå, êîòîðóþ èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: ìàøèíå (ôîðìàëüíîé
ñèñòåìå) íåâîçìîæíî îáúÿñíèòü, ÷òî òàêîå èñòèíà. Íî çíàåì ëè ìû ñàìè, ÷òî òàêîå
èñòèíà?

Áîëåå ñåðüåçíûå ïðåïÿòñòâèÿ äëÿ ñèëüíîãî ÈÈ � ýòî ñàìî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
Ãåäåëÿ è ðàññóæäåíèå î ÷àñòè÷íîì ðåøàòåëå ïðîáëåìû îñòàíîâêè. Äåéñòâèòåëüíî, ìû
óâèäåëè, ÷òî âñå àëãîðèòìè÷åñêèå ñèñòåìû-ðåøàòåëè õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèì:
âíåøíèé ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå íàáëþäàòåëü ëåãêî ñìîæåò ýòó ñèñòåìó ïðåâçîéòè.
À ïî îòíîøåíèþ ê êîìïüþòåðó ÷åëîâåê ëåãêî ìîæåò çàíÿòü ïîçèöèþ âíåøíåãî íàáëþ-
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äàòåëÿ. Ïðàâäà, ýòîò àðãóìåíò íå ãîäèòñÿ, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîìó
÷åëîâåêó òîæå ìîæíî çàíÿòü ïîçèöèþ âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ.

Ê âîïðîñó î âîçìîæíîñòè ñèëüíîãî ÈÈ ìîæíî ïîäîéòè ñ òåîðåòè÷åñêèõ ïîçèöèé,
óòî÷íÿÿ, ÷òî òàêîå èíòåëëåêò, óì, ìûøëåíèå, à ìîæíî ïðèäóìàòü êàêîé-íèáóäü õîðî-
øèé ïðàêòè÷åñêèé êðèòåðèé èíòåëëåêòóàëüíîñòè. Òàêîé êðèòåðèé îïèñàë Àëàí Òüþ-
ðèíã â 1950 ãîäó. Òüþðèíã çàäàëñÿ âîïðîñîì: êàê ìû óçíàåì, ÷òî îêðóæàþùèå ëþäè
èíòåëëåêòóàëüíû? Êîíå÷íî, èç áåñåäû ñ íèìè. Ïîýòîìó ïðîãðàììó, óìåþùóþ âåñòè
îñìûñëåííûå ðàçãîâîðû íå õóæå ÷åëîâåêà ñëåäóåò ïðèçíàòü èíòåëëåêòóàëüíîé.

Ñàìûé ïðîñòîé âàðèàíò òåñòà Òüþðèíãà ìîæíî îïèñàòü òàê: ïåðåä ÷åëîâåêîì-
ñóäüåé íàõîäÿòñÿ äâà òåðìèíàëà, ïîçâîëÿþùèå îáìåíèâàòüñÿ òåêñòîâûìè ïðåäëîæå-
íèÿìè ñ ñîáåñåäíèêàìè, íàõîäÿùèìèñÿ â äâóõ äðóãèõ êîìíàòàõ. Èçâåñòíî, ÷òî îäèí
èç ñîáåñåäíèêîâ ÿâëÿåòñÿ ÷åëîâåêîì, à äðóãîé � ïðîãðàììîé. Çàäà÷à ñóäüè � îïðå-
äåëèòü, êòî èç ñîáåñåäíèêîâ ÷åëîâåê, à êòî � ïðîãðàììà. Ïðè ýòîì è ó ñîáåñåäíèêà-
÷åëîâåêà è ó ïðîãðàììû åñòü öåëü óáåäèòü ñóäüþ â ñâîåé ÷åëîâå÷íîñòè. Åñëè ñóäüÿ
îøèáàåòñÿ â ñâîåì ðåøåíèè, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðîãðàììà ïðîøëà òåñò Òüþðèíãà. Äëÿ
íàäåæíîñòè ýòîò ýêñïåðèìåíò ìîæåò áûòü ïîâòîðåí íåñêîëüêî ðàç.

Äî ñèõ ïîð ïðîãðàììû, ïðîõîäÿùåé òåñò Òüþðèíãà ñ äîñòàòî÷íî ñîîáðàçèòåëüíûì
ñóäüåé, íåò. Óìåëûé ñóäüÿ ìîæåò ïî ïåðâîìó æå âîïðîñó îïðåäåëèòü, êòî ïåðåä íèì
� ÷åëîâåê èëè ïðîãðàììà.

48. Ïðåäñòàâüòå, ÷òî âû � ñóäüÿ â òåñòå Òüþðèíãà. Ïðåäëîæèòå ìåòîäû âåäåíèÿ
äèàëîãà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îòëè÷èòü ÷åëîâåêà îò ïðîãðàììû ìîæíî äîñòàòî÷íî
íàäåæíî.

Âîçíèêàåò âàæíûé âîïðîñû: åñëè ìàøèíà óñïåøíî ïðîõîäèò òåñò Òüþðèíãà, ìîæ-
íî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî îíà íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ÷åëîâå÷åñêîãî óìà? Äîñòàòî÷íî
ëè òîãî, ÷òî ðîáîò âåäåò ñåáÿ â òî÷íîñòè êàê ÷åëîâåê (èëè êàêîå-íèáóäü æèâîòíîå
� íåâàæíî), äëÿ ïðèçíàíèÿ ýòîãî ðîáîòà ÷åëîâåêîì? Íåò ëè ó ëþäåé êàêîãî-òî åùå
âàæíîãî ñâîéñòâà, êðîìå èõ ñâîéñòâà ðåàãèðîâàòü îïðåäåëåííûì îáðàçîì íà âíåøíèå
âîçäåéñòâèÿ?

Ïðåäñòàâèì ñåáå ðîáîòà (ïîëíîñòüþ àëãîðèòìè÷åñêîãî, êîìïüþòåðíîãî � íå ïî-
äîéäóò, íàïðèìåð, ðîáîòû ñ êàêèì-íèáóäü óíèêàëüíûì hardware íåàëãîðèòìè÷åñêîé
ïðèðîäû), èäåàëüíî ïîõîæåãî, âåäóùåãî ñåáÿ òî÷íî òàê æå, êàê è ÷åëîâåê, è ëåãêî
ïðîõîäÿùåãî òåñò Òüþðèíãà. Óêîëåì ýòîãî ðîáîòà èãîëêîé. Ðåöåïòîðû ðîáîòà ïî-
ëó÷àò ñèãíàë è íà÷íóò ïåðåäàâàòü åãî êàêèì-òî îáðàçîì â íåêèé îáðàáàòûâàþùèé
öåíòð. Òàì ýòîò ñèãíàë àíàëèçèðóåòñÿ, ó÷èòûâàåòñÿ âñÿ èñòîðèÿ ¾æèçíè¿ ðîáîòà äî
ýòîãî ìîìåíòà (âñå ýòî çà äîëè ñåêóíäû), è, íàêîíåö, âûäàåòñÿ îòâåò: ðîáîò î÷åíü
åñòåñòâåííî è íàòóðàëüíî èçîáðàæàåò áîëü. Äîëæíû ëè ìû ñ÷èòàòü, ÷òî îí äåéñòâè-
òåëüíî ïî÷óâñòâîâàë áîëü? Ìîæåò ëè ìàøèíà Òüþðèíãà ïî÷óâñòâîâàòü áîëü? Èëè
âîîáùå ÷òî-íèáóäü ïî÷óâñòâîâàòü? Ìîæåò ëè ó ìàøèíû Òüþðèíãà áûòü ñîçíàíèå?

Âåðîÿòíî, äëÿ îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà íà ýòè âîïðîñû íå íóæíî ïðèáåãàòü ê òàêèì
òåõíè÷åñêè ñëîæíûì ðàññóæäåíèÿì êàê òåîðåìà Ãåäåëÿ. Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð.
Ðàññìîòðèì êëåòî÷íûé àâòîìàò ¾æèçíü¿ Äæîíà Êîíâåÿ. Èçâåñòíî, ÷òî î÷åíü ïðîñòîé
íàáîð ïðàâèë ýòîãî àâòîìàòà äàæå ïðè íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå çàêðàøåííûõ â íà÷àëå
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êëåòîê ìîæåò ïîðîæäàòü ñëîæíûå ñèòóàöèè è ñëîæíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîÿ-
íèé: ïàðîâîçû, êîñìè÷åñêèå êîðàáëè, ôèëüòðû, ôàáðèêè, ðàçìíîæèòåëè, ïîæèðàòåëè
è ò.ä.. Ýòè ñèñòåìû áóäóò îáëàäàòü ñâîéñòâàìè, íå íàáëþäàþùèìèñÿ ó îòäåëüíûõ êëå-
òîê. Íàïðèìåð, êîñìè÷åñêèå êîðàáëè áóäóò îáëàäàòü ñâîéñòâîì ¾ïîëåòà¿. Ñâîéñòâà
ñèñòåìû, íå çàìåòíûå ó åå ñîñòàâíûõ ÷àñòåé, íàçûâàþòñÿ ýìåðäæåíòíûìè.

Äîêàçàíî, ÷òî àâòîìàò ¾æèçíü¿ àëãîðèòìè÷åñêè ïîëîí, ò.å. íà íåì ìîæíî âû-
ïîëíèòü ëþáóþ ïðîãðàììó äëÿ ìàøèíû Òüþðèíãà. Òîãäà ñòîðîííèêè âîçìîæíîñòè
èñêóññòâåííîãî ñîçíàíèÿ äîëæíû ñîãëàñèòüñÿ, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì íà÷àëüíîì óñëî-
âèè ó íàáîðîâ êëåòî÷åê â ¾æèçíè¿ âîçíèêíåò èëëþçèÿ ñîçíàíèÿ.

Óòî÷íèì íàøó òåðìèíîëîãèþ. Ñâîéñòâî ïîëåòà � ýòî ñëàáî ýìåðäæåíòíîå ñâîé-
ñòâî êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ: ïîëåò ìîæíî êàóçàëüíî ñâåñòè îáúÿñíèòü â òåðìèíàõ ïå-
ðåêðàñêè êëåòîê, íî íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî ïîëåò � ýòî è åñòü ïåðåêðàñêà. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ñëàáî ýìåðäæåíòíîå ñâîéñòâî � ýòî ñâîéñòâî ñèñòåìû, ñâîäÿùååñÿ ê åå ñî-
ñòàâíûì êîìïîíåíòàì êàóçàëüíî, íî íå îíòîëîãè÷åñêè. Ïðèìåðû ñëàáî ýìåðäæåíòíûõ
ñâîéñòâ: òåìïåðàòóðà, îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà âåùåñòâà, óþòíîñòü äîìà. Âñå ýòè ñâîéñòâà
ìîæíî êàóçàëüíî ñâåñòè ê êîìïîíåíòàì ñèñòåìû: òåìïåðàòóðó îáúÿñíèòü ÷åðåç äâè-
æåíèå ìîëåêóë, îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà � ÷åðåç èõ ôîðìó è ðàñïîëîæåíèå, óþòíîñòü �
÷åðåç âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå êèðïè÷åé.

Ñèëüíî ýìåðäæåíòíîå ñâîéñòâî � ýòî ñâîéñòâî ñèñòåìû, íå ñâîäÿùååñÿ ê åå ñîñòàâ-
íûì êîìïîíåíòàì íè îíòîëîãè÷åñêè, íè êàóçàëüíî. Äî ñèõ ïîð íèêòî íå âèäåë ñèëüíî
ýìåðäæåíòíûõ ñâîéñòâ. Âèäèìî, ïîòîìó ÷òî èõ íåò. Ïðèìåð ñèëüíî ýìåðäæåíòíîãî
ñâîéñòâà: ñîçíàíèå ó êëåòî÷íîãî àâòîìàòà èëè ó ìàøèíû Òüþðèíãà. Â ìèðå ¾æèçíè¿
íåò íè÷åãî èñòèííîãî èëè ëîæíîãî. Âñå òîëüêî ïðîèñõîäèò. Ôåíîìåíû èñòèííîñòè
è ñîçíàíèÿ ñëèøêîì ôóíäàìåíòàëüíû ïî ñðàâíåíèþ ñ ôåíîìåíàìè, ñâîäÿùèìèñÿ ê
ïåðåêðàñêå êëåòîê. Ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî ñîçíàíèå ó ÷åëîâåêà è æèâîòíûõ � ýòî âñåãî
ëèøü èëëþçèÿ. Íî â ìèðå êëåòî÷íîãî àâòîìàòà äàæå íå ìîæåò áûòü òàêîé èëëþçèè!

6.3 Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçèêè

Â ñïîðàõ î ñîçíàíèè è èñêóññòâåííîì èíòåëëåêòå ÷àñòî ìîæíî óñëûøàòü ò.í. àðãóìåíò
ìîäåëèðîâàíèÿ: íåò ñîìíåíèé â òîì, ÷òî ñèëüíûé ÈÈ âîçìîæåí, ò.ê. ìîæíî ïîñòðî-
èòü êîìïüþòåðíóþ ìîäåëü ìîçãà. Êîíå÷íî, àêêóðàòíîå ìîäåëèðîâàíèå ÷åëîâå÷åñêîãî
ìîçãà íà êëåòî÷íîì, ìîëåêóëÿðíîì èëè åùå êàêîì-íèáóäü óðîâíÿõ ìîæåò îêàçàòüñÿ
äåëîì íåïîäúåìíûì äëÿ ñåãîäíÿøíèõ òåõíîëîãèé è äàæå äëÿ òåõíîëîãèé áóäóùåãî
(íàïðèìåð, åñëè ïîäîáíàÿ ìîäåëü áóäåò òðåáîâàòü áèò ïàìÿòè áîëüøå, ÷åì ñóùåñòâó-
åò àòîìîâ âî âñåëåííîé). Íî âàæíà ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ïðîìîäåëèðîâàòü
ìîçã.

Àðãóìåíò ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàëêèâàåòñÿ ñî ñëåäóþùèìè ïðîáëåìàìè:

1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü êîìïüþòåðíóþ ìîäåëü ÷åãî-òî, íóæíî çíàòü òî÷íûå
áàçîâûå çàêîíû, ïî êîòîðûì ýòî ÷òî-òî ðàáîòàåò. Çíàåì ëè ìû áàçîâûå ôèçè÷å-
ñêèå çàêîíû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðàáîòû ìîçãà?
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2. Êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü ìîçãà íå îáÿçàòåëüíî áóäåò îáëàäàòü âñåìè ñâîéñòâàìè
ìîçãà. Â ÷àñòíîñòè, ñîçíàíèåì. Êàê ãîâîðèò Äæîí Ñåðë, ¾êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü
çîíòà íå çàùèòèò âàñ îò äîæäÿ¿ (à çàùèòèò òîëüêî îò âèðòóàëüíîãî äîæäÿ). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü êàëüêóëÿòîðà ñ÷èòàåò íè÷óòü íå õóæå,
÷åì íàñòîÿùèé êàëüêóëÿòîð. Ñîçíàíèå � ýòî ÷òî-òî âðîäå çîíòà èëè ÷òî-òî âðîäå
êàëüêóëÿòîðà?

3. Îòêóäà âîçíèêëà óâåðåííîñòü, ÷òî ôèçè÷åñêèå çàêîíû, äàæå åñëè îíè íàì èç-
âåñòíû, âîîáùå ìîãóò áûòü ïðîìîäåëèðîâàíû íà êîìïüþòåðå? Ðàçáåðåì ýòîò
ïóíêò áîëåå ïîäðîáíî.

Âèäèìî, ýòà óâåðåííîñòü âîçíèêëà âñëåäñòâèå óñïåøíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàêîíîâ
êëàññè÷åñêîé ôèçèêè. Äåéñòâèòåëüíî, áàçîâûå çàêîíû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, ýëåê-
òðîäèíàìèêè è ò.ä. ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îáûêíîâåííûå
èëè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû ïðèáëèæåííîãî ðå-
øåíèÿ íà êîìïüþòåðå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëþáîé àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé
çàäà÷å ìîæíî ëåãêî ïîñòðîèòü ôîðìàëüíûé äåòåðìèíèðîâàííûé ìèð, êîòîðûé íåâîç-
ìîæíî ïðîìîäåëèðîâàòü íèêàêèì àëãîðèòìîì. Âîïðîñ â òîì, êàêîâû çàêîíû íàøåãî
ôèçè÷åñêîãî ìèðà: âû÷èñëèìûå èëè íåò?

Íåêîòîðûå ôèçèêè, â òîì ÷èñëå Ïåíðîóç, ïðåäïîëàãàþò, ÷òî íà íåâû÷èñëèìîñòü
ïðèðîäû óêàçûâàåò óæå ôåíîìåí êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî èçìåðåíèÿ. Íî èíòåðïðåòà-
öèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè � äåëî òåìíîå è ñïåêóëÿòèâíîå. Îêàçûâàåòñÿ, äàæå äåòåðìè-
íèñòè÷íàÿ è àëãîðèòìè÷åñêàÿ ÷àñòü êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñîçäàåò ñåðüåçíûå òðóäíîñòè
äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà ò.í. êâàíòîâîé çàïóòàííî-
ñòè.

Ðàññìîòðèì äëÿ íà÷àëà êëàññè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ N ÷àñòèöàìè, ýâîëþöèÿ êîòîðîé
çàäàåòñÿ êàêîé-íèáóäü ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñêîëüêî ïàìÿòè òðå-
áóåòñÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî çàäàíèÿ ïîëîæåíèÿ òàêîé ñèñòåìû? Ïóñòü äëÿ çàäàíèÿ
ïîëîæåíèÿ îäíîé ÷àñòèöû íóæíî õðàíèòü â ïàìÿòè n ÷èñåë. Òîãäà äëÿ çàäàíèÿ ïîëî-
æåíèÿ N ÷àñòèö ïîòðåáóåòñÿ n+ . . .+ n = nN ÷èñåë. Ñèìâîëüíî ýòî ìîæíî çàïèñàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè V1 � ýòî êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ïåðâîé ÷àñòèöû,
à V2 � âòîðîé, òî êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû èç ïåðâîé è âòîðîé
÷àñòèöû áóäåò

V = V1 × V2, dimV1 × V2 = dimV1 + dimV2

Ñðàâíèì ýòî ñ êâàíòîâîé ñèñòåìîé èç N ÷àñòèö. Ïóñòü äëÿ íà÷àëà N = 1 è äëÿ
çàäàíèÿ ñèñòåìû èç îäíîé ÷àñòèöû òðåáóåòñÿ n ÷èñåë. Ïóñòü òåïåðü N = 2. Ôóí-
äàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî êâàíòîâûõ ñèñòåì � ýòî èõ ñïîñîáíîñòü ¾ðàñïëûâàòüñÿ¿, ò.å.
íàõîäèòüñÿ â ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ëþáûõ ñâîèõ ñîñòîÿíèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè
(ϕ1, ϕ2) è (ψ1, ψ2) � ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû èç äâóõ ÷àñòèö, òî

a(ϕ1, ϕ2) + b(ψ1, ψ2)

� ýòî òîæå ñîñòîÿíèå. Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ çàäàíèÿ ñèñòåìû èç îäíîé ÷àñòèöû
òðåáóåòñÿ, ñêàæåì, ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé, òî äëÿ çàäàíèÿ ñèñòåìû èç äâóõ ÷à-
ñòèö òðåáóåòñÿ óæå íå äâå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, êàê â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå,
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à îäíà ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó ïàìÿòü, íóæíàÿ äëÿ õðàíåíèÿ ïðèáëè-
æåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû èç äâóõ ÷àñòèö � ýòî óæå íå 2n, à n2.

Åñëè V1 � êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ïåðâîé ÷àñòèöû, à V2 � âòîðîé, òî êîí-
ôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì êâàíòîâîé ñèñòåìû èç ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòèö áóäåò
óæå íå V1 × V2, à

V = V1 ⊗ V2, dimV1 ⊗ V2 = dimV1 · dimV2

Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ êâàíòîâîé çàïóòàííîñòüþ. Èç-çà íåå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êâàí-
òîâîé ñèñòåìû èç N ÷àñòèö íåîáõîäèìî çàïîìèíàòü óæå íå nN ÷èñåë, à nN . Êâàíòî-
âàÿ çàïóòàííîñòü äåëàåò êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå êâàíòîâîé ñèñòåìû èç õîòü
ñêîëüêî-íèáóäü áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö (äàæå åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êàêèì-òî îá-
ðàçîì íàì èçâåñòíà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýòîé ñèñòåìû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè)
ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì äåëîì.

7 Ïðèëîæåíèÿ

7.1 Àêñèîìàòèêà ZF òåîðèè ìíîæåñòâ

Ñåé÷àñ ìàòåìàòèêè âåðÿò, ÷òî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ ìî-
æåò áûòü ïåðåâåäåíà íà ôîðìàëüíûé ÿçûê èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ñ ñèãíàòóðîé (∈,=)
è àêñèîìàìè Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ. Òåì íå ìåíåå, ëèøü î÷åíü ìàëàÿ äîëÿ ìàòåìàòèêîâ
ñïîñîáíà ïî ïàìÿòè âîññòàíîâèòü ýòè àêñèîìû. Âîò îíè:

1. Îáúåìíîñòü:
∀z[(z ∈ x↔ z ∈ y) → x = y]

2. Ðåãóëÿðíîñòü:

∃y(y ∈ x) → ∃y[y ∈ x ∧ ¬∃z(z ∈ y ∧ z ∈ x)]

3. Íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà:

∃z[∀u(u ∈ z ↔ u = x ∨ u = y)]

4. Îáúåäèíåíèå:
∃z[∀u(u ∈ z ↔ ∃y(y ∈ x ∧ u ∈ y))]

5. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ:

∃z[∀y(y ∈ z ↔ y ⊂ x)]

6. Ñõåìà âûäåëåíèÿ:

∃u∀x[x ∈ u↔ (x ∈ y ∧ A(x, w))]
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7. Ñõåìà çàìåíû:

∀x ∈ u∃!yA(x, y, w) → ∃z∀y(y ∈ z ↔ ∃x ∈ uA(x, y, w))

8. Áåñêîíå÷íîñòü:
∃y[∅ ∈ y ∧ ∀x(x ∈ y → x ∪ {x} ∈ y)]

Äëÿ êðàòêîñòè â çàïèñè àêñèîì ìû äîïóñòèëè íåêîòîðûå âîëüíîñòè: ñêîáêè ïî-
ñòàâëåíû íå âåçäå è äëÿ âñåõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ íóæíî äîáàâèòü ïåðåä àêñèîìàìè
êâàíòîðû âñåîáùíîñòè. Òàêæå èñïîëüçîâàíû ñîêðàùåíèÿ: ∃!, ⊂, ∪, ∅, {x}. Íàïðèìåð,
y ⊂ x íóæíî çàìåíèòü íà ∀u(u ∈ y → u ∈ x) Íåêîòîðûå èç ýòèõ àêñèîì ìîæíî
îòáðîñèòü (ò.ê. ñõåìà àêñèîì çàìåíû äîâîëüíî ñèëüíàÿ).

49. Ïåðåñêàæèòå àêñèîìû ZF íà ðóññêîì ÿçûêå.

50. Â 1963 ãîäó ìàòåìàòèê Ïîë Êîýí, îïèðàÿñü íà ðàáîòû Ãåäåëÿ, äîêàçàë, ÷òî íè
êîíòèíóóì-ãèïîòåçà, íè åå îòðèöàíèå íå ìîãóò áûòü âûâåäåíû â ñèñòåìå ZF. Ìîæåò
ëè ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå áûòü äîêàçàíî è ïðî ãèïîòåçó Ãîëüäáàõà? Äðóãèìè ñëîâàìè,
âîçìîæíî ëè äîêàçàòåëüñòâî (ñêàæåì, â ZF) òîãî, ÷òî íè ñàìà ãèïîòåçà Ãîëüäáàõà, íè
åå îòðèöàíèå íå äîêàçóåìû â PA?

7.2 Àêñèîìàòèêà Òàðñêîãî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî àêñèîìàòèêà Åâêëèäà áûëà, ïî-âèäèìîìó, ïåðâîé ìàòåìàòè÷åñêîé
(íåôîðìàëüíîé) ñèñòåìîé àêñèîì, àêñèîìàòèçàöèÿ ãåîìåòðèè íà ôîðìàëüíîì óðîâíå
(êîãäà íîâûå óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ëèøü ñ ïîìîùüþ ñèíòàêñè÷åñêèõ îïåðàöèé èç
ïðåäûäóùèõ), îêàçàëàñü íåïðîñòûì äåëîì. Â 1899 ãîäó ôîðìàëüíóþ ñèñòåìó àêñèîì
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ïðèäóìàë Ãèëüáåðò, íî åãî àêñèîìû íåëüçÿ áûëî ñôîðìóëè-
ðîâàòü íà ÿçûêå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Êîãäà áûëà ñîçäàíà àêñèîìàòèêà ZF (1908-1922),
ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà è ïëîñêîñòü R2 êàê îïðåäå-
ëåííîãî âèäà ìíîæåñòâà. Ïîñòðîèòü àêñèîìàòèêó ãåîìåòðèè, íå çàâèñÿùóþ îò áîëåå
îáùèõ òåîðèé òèïà òåîðèè ìíîæåñòâ è îñòàâàÿñü â ðàìêàõ ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà,
óäàëîñü ëèøü â 1959 ãîäó Àëüôðåäó Òàðñêîìó.

Â îòëè÷èå îò Ãèëüáåðòà, êîòîðûé â êà÷åñòâå ïðèìèòèâíûõ îáúåêòîâ èñïîëüçîâàë
òî÷êè è ïðÿìûå, àêñèîìàòèêà Òàðñêîãî ïîäðàçóìåâàåò ëèøü îäèí òèï ïðèìèòèâíûõ
îáúåêòîâ: òî÷êè. Ñèãíàòóðà æå ÿçûêà ñîñòîèò èç òðåõìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà
B è ÷åòûðåõìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà ≡. Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü ñèñòåìû àêñèîì
Òàðñêîãî òàêîâà: íîñèòåëåì ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâà ïëîñêîñòü R2, B(x, y, z) îçíà÷àåò, ÷òî
òî÷êà y ëåæèò íà îòðåçêå xz, à xy ≡ zt îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è
y ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó z è t. Àêñèîìû:

1. xy ≡ yx
2. xy ≡ zz → x = y
3. (zu ≡ xy ∧ yx ≡ wv) → zu ≡ wv
4. Bxyx→ x = y
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5. Íà ëó÷å ìîæíî îòëîæèòü îòðåçîê äàííîé äëèíû:

∃a(Bwxa ∧ xa ≡ yz)

6. Àêñèîìà Ïàøà:

(Bxuz ∧Byvz) → ∃a(Buay ∧Bvax)

7. Îãðàíè÷åíèå ðàçìåðíîñòè ñíèçó (ñóùåñòâóþò òðè íåêîëëèíåàðíûå òî÷êè):

∃a∃b∃c(¬Babc ∧ ¬Bbca ∧ ¬Bcab)

8. Îãðàíè÷åíèå ðàçìåðíîñòè ñâåðõó (ñðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê äâóì òî÷êàì ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðÿìîé):

(xu ≡ yv ∧ yu ≡ yv ∧ zu ≡ zv ∧ u 6= v) → (Bxyz ∨Byzx ∨Bzxy)

9. Ïÿòûé ñåãìåíò:

(x 6= y ∧Bxyz ∧Bx′y′z′ ∧ xy ≡ x′y′ ∧ yz ≡ y′z′ ∧ xu ≡ x′u′ ∧ yu ≡ y′u′) → zu ≡ z′u′

10. Ïÿòûé ïîñòóëàò Åâêëèäà:

(Bxuv ∧Byuz ∧ x 6= u) → ∃a∃b(Bxya ∧Bxzb ∧Bavb)

11. Ñõåìà íåïðåðûâíîñòè:

∃a∀x∀y[(ϕ(x) ∧ ψ(y)) → Baxy] → ∃b∀x∀y[(ϕ(x) ∧ ψ(y)) → Bxby]

Òàðñêèé äîêàçàë, ÷òî âñå ìîäåëè ýòîé ñèñòåìû àêñèîì èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ãåäåëÿ î ïîëíîòå, ñèñòåìà àêñèîì Òàðñêîãî ïîëíà. Òàð-
ñêèé òàêæå óñòàíîâèë, ÷òî åãî òåîðèÿ ðàçðåøèìà: ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, äëÿ ëþáîãî
çàìêíóòîãî ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ ñèãíàòóðû (B,≡) îïðåäåëÿþ-
ùèé åãî èñòèííîñòü â ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî àëãîðèò-
ìà áûëî äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ ïåðåâîäèòü ëþáîå ïðåäëîæåíèå ñèãíàòóðû (B,≡) íà
ÿçûê ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, ãäå óæå ìîæíî ïðèìåíèòü àëãîðèòì
Çàéäåíáåðãà-Òàðñêîãî.

7.3 Àííîòàöèÿ äëÿ ËÌØ

Ïåðâàÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå ÿâëÿåòñÿ, ïîæàëóé, ñàìîé èçâåñòíîé òåîðåìîé
ìàòåìàòèêè XX âåêà. Îíà óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè ëþáîì îïðåäåëåíèè ôîðìàëüíîãî äî-
êàçàòåëüñòâà íàéäóòñÿ èñòèííûå, íî íå äîêàçóåìûå óòâåðæäåíèÿ. Òåì ñàìûì ìàòåìà-
òèêó íåâîçìîæíî ñâåñòè ê ñèíòàêñè÷åñêîé èãðå. Ñîãëàñíî âòîðîé òåîðåìå î íåïîëíîòå,
íåïðîòèâîðå÷èâîñòü äîñòàòî÷íî îáùèõ ñèñòåì àêñèîì, òèïà ñèñòåìû àêñèîì ZF òåîðèè
ìíîæåñòâ, íåâîçìîæíî äîêàçàòü ôèíèòíûìè ìåòîäàìè. Íà êóðñå ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ
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îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè è ôåíîìåíàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è òåîðèè àëãîðèòìîâ
(ÿçûêè ïåðâîãî ïîðÿäêà, àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûå çàäà÷è...) è, èñïîëüçóÿ ýòîò
àïïàðàò, ñòðîãî äîêàæåì òåîðåìû î íåïîëíîòå. Ìû óâèäèì, êàê, ñ îäíîé ñòîðîíû,
êîíêðåòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðåìû ìîãóò èìåòü áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ôèëîñîôèè,
à ñ äðóãîé, êàêóþ ðîëü â ìàòåìàòèêå èãðàþò ôèëîñîôñêèå èäåè (ëîãè÷åñêèé ïîçèòè-
âèçì, êàòåãîðèàëüíàÿ ñèñòåìà Êàíòà, íîòàöèÿ Ðàññåëà, ïðîáëåìà áîðîäû Ïëàòîíà è
ãèïîòåçà ñèëüíîãî ÈÈ).
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